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ET FONCTIONS PARTICULIÈRES. 



Théorie générale des fonctions. Intégrale de Cauchy (59, 75). 

1. On peut, commeTonsait, se placer à trois points de vue différents 
pour étudier la théorie des fonctions analytiques; à ces trois méthodes 
sont attachés respectivement les noms de Cauchy, de Riemann, de 
Weierstrass et Méray. Le point de vue de Cauchy est généralement 
adopté en France dans l'enseignement, quoique le point de départ soit 
resté jusqu'ici un peu vague. Dans cette méthode, le théorème sur 
l'intégrale définie prise le long d'un contour fermé joue un rôle fonda- 
mental. Les nombreuses démonstrations proposées pour ce théorème 
supposaient toutes plus ou moins explicitement la continuité de la dé- 
rivée. J'avais donné moi-même en 1884 (59) une démonstration nou- 
velle qui paraissait exiger cette condition. Mais j'ai reconnu depuis 
qu'il suffit d'ajouter très peu de chose au raisonnement pour que la 
continuité de la dérivée n'intervienne plus (75). Cela permet de dé- 
G. I 
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barrasser l'exposition de la méthode de Cauchy de restrictions inu- 
tiles. Pour pouvoir édifier la théorie des fonctions analytiques, en res- 
tant au point de vue de Cauchy, il suffît de supposer la continuité 
def(^z) et V existence de la dérivée f\z). 

Plusieurs géomètres avaient déjà essayé vainement de reconnaître 
si la continuité de la dérivée était une hypothèse nécessaire (*). 



Prolongement analytique. Espaces lacunaires (i, ^6, 77, 79). 

2. La notion des fonctions analytiques à espaces lacunaires, c'est- 
à-dire qui ne peuvent être prolongées parle procédé habituel de chemi- 
nement en dehors de certaines régions du plan, est aujourd'hui fami- 
lière à tous les mathématiciens. Il y a vingt ans, on ne connaissait, en 
fait de fonctions possédant celte propriété singulière, que les fonctions 
modulaires et les fonctions plus générales que M. Schwarz avait dé- 
duites de la série hypergéométrique; ces diverses fonctions admettent 
pour espace lacunaire la région du plan extérieure à un cercle. Un de 
mes premiers Travaux avait précisément pour objet de former des 
fonctions analytiques, ne pouvant être prolongées en dehors d'une ré- 
gion du plan limitée par une courbe de forme arbitraire. Après avoir 
publié la démonstration dans une Note présentée à l'Académie des 
Sciences (^), j'ai eu le regret de constater que le même théorème 
venait d'être publié, quelques mois auparavant, par M. Poincaré, dans 
un Recueil qui m'était alors complètement inconnu, les Acta Societatis 
F(p/i/îi(7CB (Helsingfors). Je suis revenu depuis sur le même sujet (77, 79), 
soit pour préciser certains points de la démonstration et répondre à 
des objections qui avaient été faites, soit pour examiner en détail des 
cas particuliers. 

L'existence de fonctions à espaces lacunaires conduit à se demander 
s'il ne serait pas possible de généraliser la méthode du prolongement 
analytique, de façon à étendre le domaine naturel d'existence d'une 
fonction de cette espèce. Les recherches récentes de M. Borel ont 



(») OsGOOD, Bulletin ofthe American Mat/iematical Societ/, Vol. V, n" 2, p. 84-87. 
(*) Comptes rendus, t. GXVIII, p. 193. 



(5) 

donné à ce problème un très grand intérêt. En me plaçant à un point 
de vue indiqué par M. Picard j'ai cherché ce que donnerait l'intro- 
duction d'une nouvelle variable complexe, et j'ai montré que le pro- 
blème, si l'on ne s'impose pas de conditions supplémentaires, devient 
complètement indéterminé (46). 

Singularités des fonctions uniformes. Théorème de Hittag-Leffler (G). 

3. Après avoir établi l'existence de fonctions uniformes pouvant avoir 
des singularités de nature quelconque, points singuliers, lignes sin- 
gulières essentielles, espaces lacunaires, j'ai cherché naturellement 
à étendre à ces fonctions les théorèmes célèbres de M. Weierstrass et 
de M. Mittag-Leffler sur les fonctions uniformes ne possédant que des 
points singuliers. C'est l'emploi des développements en série donnés 
par M. Appell, pour les fonctions holomorphes en dehors d'un contour 
formé d'arcs de cercle, qui m'a fourni le moyen le plus simple d*y 
parvenir. Lorsque la fonction considérée ne possède qu'un nombre 
fini n de singularités, elle est la somme de n fonctions dont chacune ne 
possède quune seule singularité; c'est la généralisation de la formule de 
AVeicrstrass qui donne l'expression générale d'une fonction uniforme 
ayant n points singuliers. 

Lorsque la fonction possède une infinité de singularités, on peut les 
partager en deux classes, les singularités isolées et les singularités 
limites, et le théorème de M. Mittag-Lefflcr se généralise comme il 
suit : I** Étant donnée une suite de singularités isolées S/, où l'indice i 
varie de o à -f-oo, ayant pour limites d'autres singularités S', et une 
suite de fonctions //(a?), telles que //(a?) n'admette que la singula- 
rité S,, il existe une fonction uniforme F(a7), n'ayant pas d'autres sin- 
gularités que S/ et S', telle que la différence Y{x) — //(^) soit holo- 
morphe à l'intérieur d'un contour fermé ne renfermant pas d'autre 
singularité que S,; 2" la forme la plus générale d'une fonction F(.r), 

admettant les singularités S, et S', est F(a?) = ^/(a?) 4-F,(j7), 

où // admet la seule singularité S, en dehors des S', et où F, (a?) 
n'admet que les singularités S'. 
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Coupures des fonctions représentées par des intégrales définies (7, 57, OO). 

4. Au même ordre d'idées se rattachent des recherches sur les 
singularités des fonctions analytiques représentées par des intégrales 
définies, simples ou multiples. Dans un Mémoire du Journal de Bor- 
chardt (t. 91), M. Hermite avait démontré un théorème très impor- 
tant sur la différence des valeurs que prend une intégrale définie d'une 
certaine forme en deux points infiniment voisins, pris de part et 
d'autre d'une coupure. Le résultat se présentant sous forme d'un ré- 
sidu, il était naturel de tenter de le rattacher au théorème de Cauchy. 
J'ai montré en effet que la formule de M. Hermite pouvait se déduire 
aisément du théorème général de Cauchy (57). Je me suis servi depuis 
de cette méthode pour établir les propriétés de l'intégrale normale de 
troisième espèce, considérée comme fonction du paramètre (103, 
p. 333-337), ainsi que dans Tétude d'une classe de fonctions repré- 
sentées par des intégrales définies, sur lesquelles je reviendrai plus 
loin (n*^ 12). 

A la fin du Mémoire que je viens de citer, M. Hermite avait envisagé 
des fonctions ^(s), représentées par des intégrales doubles, qui jouis- 
sent d'une propriété singulière. La définition de la fonction *(5) par 
une intégrale double devient complètement illusoire pour une certaine 
région R du plan de la variable complexe z. 11 y avait lieu d'examiner 
si cette région R ne serait pas, pour la fonction 4>(«), un espace lacu- 
naire, résultat qui aurait eu un grand intérêt, s'il s'était trouvé exact. 
J'ai démontré (7, 60) qu'il n'en est rien : ta région^ n! est pas un espace 
lacunaire, au sens propre du mot. Il existe une fonction analytique 
de z qui coïncide avec ^(s) à l'extérieur de R, et que Ton peut pro- 
longer, par le procédé habituel, à l'intérieur de cette région, tant que 
la variable n'atteint pas certaines valeurs isolées les unes des autres. 
Mais, lorsque le chemin décrit par:? traverse la région R, cette fonc- 
tion subit des modifications profondes dont l'étude détaillée forme le 
principal objet d'un de mes Mémoires. J'ai déduit de cette étude le 
moyen de construire une intégrale double, n'ayant de sens qu'à l'in- 
térieur de certaines portions du plan, séparées par des bandes de lar- 
^euv finie, et représentant des fonctions absolument distinctes dans 
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CCS diverses régions. Les résultats curieux, obtenus d'abord par Weier- 
slrass, puis par d'autres géomètres, avaient appelé l'attention sur les 
expressions analytiques, qui jouissent de cette propriété paradoxale. 

Intégrales pseudo-elliptiques (11,85). 

5. Les travaux dont je vais parler maintenant sont relatifs à des 
catégories particuliferes de fonctions analytiques. Je citerai d'abord 
un théorème général (H), permettant de reconnaître dans certains 
cas qu'une intégrale' elliptique est pseudo-elliptique : Soit ¥(x) une 
/onction doublement périodique, qui est multipliée par un facteur o égal 
à une racine /i"*"* de r unité lorsque x augmente de la n}""^^ partie d'une 

période; l'intégrale j F(x') dx est égale à une/onction doublement pério- 
dique y augmentée d*une somme de logarithmes de /onctions doublement 
périodiques, multipliés par des /acteurs constants. 

J'ai étudié ensuite en détail (85) le cas particulier où n = 2, 
w = — I. A toute substitution linéaire de période 3, permutant deux 
à deux les racines de l'équation du quatrième ordre R(^) = o, le 
théorème précédent fait correspondre un type d'intégrales pseudo- 
elliptiques. Lorsqu'il existe des substitutions de période 3 ou 4» per- 
mutant les racines de R(^), elles donnent lieu également à de nou- 
velles intégrales pseudo elliptiques. Dans cette catégorie rentre une 
intégrale célèbre étudiée par Euler (*), Clausen, et d'autres encore. 
En associant les diverses substitutions précédentes, on obtient encore 
des types plus généraux d'intégrales pseudo-elliptiques. Quelques- 
unes de ces propositions ont été étudiées depuis dans un Article de 
M.Hermite(^). 

Intégrales hyperelliptiques (16, 8^). 

G. On doit à MM. Weierstrass, Picard, Poincaré, des propositions 
importantes sur la réduction du nombre des périodes dans une inlé- 



(*) Halphen, Traité des fonctions elliptiques, t. H, p. 644 6t 645. 
(*) Annales de la Faculté des Sciences de Toulouse, t. [I; 1888. 
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grale abélienne. Ces difTérents géomètres se sont placés surtout au 
point de vue transcendant. En étudiant algébriquement le problème 
de la réduction d'une intégrale hyperelliptique à une intégrale hyper- 
elliptique de genre moindre, j'ai obtenu un certain nombre de résul- 
tats dont je citerai les principaux : i® Les seules substitutions ration- 
nelles conduisant d'une intégrale hyperelliptique à une intégrale 
hyperelliptique du même genre sont les substitutions linéaires; 2^ il 
existe une infinité de substitutions rationnelles conduisant d'une 
intégrale elliptique à une intégrale hyperelliptique de genre donné; 
au contraire, il n'existe qu'un nombre ^m de substitutions ration- 
nelles conduisant d'une intégrale hyperelliptique de genre /i>i à 
une intégrale hyperelliptique de genre q >/?; 3" les coefficients d'un 
type réductible, de genre 9, ramené à une forme normale, dépendent 
au plus de q paramètres arbitraires. 

M. Picard avait démontré {Bullelin de la Société mathématique ^ t. XI ) 

^ dx, où K(x) est un 

polynôme du cinquième ou du sixième degré, possédant seulement 
deux périodes, il en existe une seconde de la même forme, jouissant 
de la même propriété; ces deux intégrales peuvent se ramener à des in- 
tégrales elliptiques par des substitutions rationnelles de même degré D. 
Lorsque D = 2, les racines de R(a7) sont deux à deux en involution, et 
les deux intégrales réductibles peuvent se ramener à une forme simple 
indiquée par Jacobi (Journal de Crelle, t. 8). Dans le cas où D = 3, on 
ne connaissait qu'un type particulier, découvert par M. Hermite. J'ai 
obtenu la forme générale des intégrales hyperelliptiques de genre 2, 
qui sont réductibles, par une substitution du troisième degré, aux 
intégrales elliptiques. Ces deux intégrales peuvent se ramener à une 
forme canonique simple, dépendant de deux paramètres arbitraires 
essentiellement distincts. Ce cas de réduction a été étudié depuis par 
>LM. Brioschi (*), Burkhardt (»), 0. Bolza ('). 



(*) Annales de l'École Normale supérieure, a* série, t. VIII, p. 227. 
(*) Mathematische Annàlen^ Bd XXXVI, p. 4io. 
(') Mathematische Annalen, Bd L, p. 3i4' 
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Intégrales abéliennes. Inversion (10, 30, 32, 71, 80). 

7. On suppose ordinairemeni, (hnns la théorie des intégrales abé- 
liennes, que les points de discontinuilé sont distinels des points de 
ramification. Je me suis proposé de reeliercher les fonctions que Ton 
doit prendre pour remplacer l'intégrale normale de seconde espèce 
lorsque le pôle vient coïncider avec un point de ramificalion. Ces fonc- 
tions s'expriment encore au moyen des fonctions©, et leurs propriétés 
résultent de ce mode d'expression. Elles jouent absolument le même 
rôle que les intégrales normales de seconde espèce, où le pôle est un 
point ordinaire, soit dans le théorème de Riemann-Roch, soit dans la 
théorie génénile des fonctions uniformes d'un point analytique, lin 
particulier, elles interviennent dans l'expression des fonctions ration- 
nelles qui sont les dérivées des intégrales de première espèce. 

[In autre problème, relatif aux intégrales abéliennes, a fait l'objet 
d'un autre Article. Kiant donnée une courbe algébrique ¥(x, y) = o, 
de genre/?, on doit à Abel une proposition importante, relative aux 

intégrales / R(^, v) dx qui s'expriment par des logarithmes. La fonc- 

tion rationnelle R(jr, y) étant donnée, le problème qui consiste à recon- 
naître si l'intégrale précédente s'exprime elfectivement par un nombre 
fini de logarithmes est extrêmement difficile. En essayant de préciser 
en quoi consiste la difficulté de ce problème, j'ai montré (32) qu'il 
se décompose naturellement en deux autres dont le premier est d'une 
nature exclusivement arithmétique; quant au second, il est du nombre 
de ceux dont on ne peut espérer obtenir la solution par des opérations 
dont la fin soit assurée, au moins dans le cas général. 

Dans une Noie intéressante, publiée récemment {Comptes rendus, 
t. CXXX, p. loî), M. Ptaszycki, se plaçant précisément au point de 
vue que j'avais indiqué, a montré comment la question était liée à la 
périodicité ou à la non-périodicité d'une certaine suite de fonctions 
qu'il apprend à former; ce qui explique et généralise en même temps 
un beau théorème découvert par Abel. 

Depuis les célèbres Travaux de Jacobi sur l'inversion des intégrales 
de première espèce, le problème avait été étendu par différents géo- 

(i. '2 
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mètres (*) au cas où I*on ajoute aux p intégrales de première espèce 
un certain nombre d'intégrales présentant des points de discontinuité 
sur la surface de Riemann. Le résultat le plus complet élait dû à 
M. Appell, mais le cas le plus général, où l'on adjoint aux/? intégrales 
de première espèce q intégrales abéliennes kv absolument quelconques, 
restait encore à traiter. J'ai montré que le problème ainsi généralisé 
se ramenait au problème d'inversion de Jacobi, suivi de la résolution 
d'un certain nombre d'équations, où les inconnues ne figurent sous 
aucun autre signe transcendant que le logarithme. On retrouve ainsi, 
bien entendu, tous les résultats déjà connus et un grand nombre 
d'autres résultats intéressants. Par exemple, si les intégrales w n'ad- 
mettent aucun point singulier logarithmique, les fonctions obtenues 
par l'inversion n'admettent jamais qu'un nombre fini de systèmes de 
valeurs pour chaque système de valeurs des variables indépendantes. 
Je citerai seulement deux autres Articles (71, 80) relatifs à la ménie 
théorie. Dans l'un, je montre comment on peut établir directement 
que l'inversion ordinaire des intégrales de première espèce conduit à 
des fonctions uniformes sans avoir recours à la théorie générale des 
équations difl'érentielles. Le second Article est relatif à une propriété 
d'un nombre r, qui joue un rôle important dans la théorie des courbes 
algébriques. 



( ') UoSKNUAiN, Savants étrangers, t. XI; Clkbscii, Journal (le Crclle, l. iSi: Clkbscii 
ol GoRDVN, Abels' chcn Fuitctionrn : Elliot^ Annales de l'École \ormale, a* série, I. \l : 
xVppixl, Journal (le Math(^matiqncs\ î* série, t. I. 
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SÉRIES HYPIîRGÉOMÉTRIQllES. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 



Séries hypergéométriques de Gauss (50). 

8. Mon premier Travail, qui m'a servi de Thèse de doctorat, a eu 
pour ohjet l'étude de Téquation célèbre 

qui admet pour intégrale la série hypergéométrique de Gauss. J'ai pris 
comme point de départ les résultats obtenus par Jacobi et publiés, 
après sa mort, dans le Tome 56 du Journal de Crelle; l'illustre géomètre 
indique six intégrales définies qui fournissent, par des transformations 
faciles, toutes les intégrales trouvées par Gauss et Kummer. Pour tirer 
de la méthode de Jacobi tout le parti possible, j'ai dû d'abord étu- 
dier en détail les propriétés des fonctions représentées par ces inté- 
grales définies, propriétés qui peuvent se résumer ainsi : Chacune 
d'elles est finie, continue et uniforme, pourvu que le chemin suivi 
par la variable soit assujetti à ne pas franchir certaines portjpns de 
l'axe des quantités réelles; elle peut être représentée de quatre ma- 
nières différentes, au moyen de séries hypergéométriques ordinaires, 
dans certaines régions du plan. Entre trois de ces six intégrales, il 
existe une relation linéaire et homogène a coefficients constants. 
Ces relations ont été données en partie par Gauss et Kummer pour 
les valeurs réelles de la variable. Par l'application du théorème de 
Cauchy aux intégrales définies de Jacobi, prises le long d'un con- 
tour convenable, j'établis ces relations pour des valeurs quelconques 
de la variable. La connaissance de ces relations permet de résoudre 
entièrement le problème de l'intégration posé en ces termes : 

Étant donne un chemin continu qui part d'un point A du pian des x 
et qui aboutit à un point B; étant donnée, en outre y une solution de 
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réquation hyper géométrique qui convienne à la région où se trouve le 
point A, et supposant que la variable suive le chemin donné y déterminer lu 
solution à laquelle on arrive au point B. 

Après avoir montré quelles modifications il convient de faire subir 
aux formules générales, lorsque l'un des nombres y, a — p, y "" °^ "" P 
«îst un nombre entier, je retrouve, comme application, les théorèmes 
de M. Fuchs sur les périodes K, K', considérées comme fondions 
du module ^^ et les beaux résultats de M. Schwarz sur les cas 
d'intégration algébrique. Ces derniers résultats sont établis par une 
voie tout élémentaire, grâce à une représentation géométrique que 
l'on s'accorde à trouver remarquablement simple. 

Dans la seconde partie du Mémoire, je me suis proposé de trouver 
tous les cas où un produit tel que 

peut être remplacé par un produit analogue et équivalent, relatif à 
une nouvelle variable/, x étant une fonction algébrique de /. Gauss, et 
surtout Kummer, avaient donné un p;rand nombre de formules de cette 
forme. Leg méthodes qui les y avaient conduits ne paraissaient pas 
susceptibles de beaucoup d'extension, maisGauss avait exprimé la con- 
viction qu'on pourrait un jour obtenir un grand nombre de formules 
de même nature, mais plus cachées, en partant d'un point de vue 
plus élevé ('). Ce principe supérieur, soupçonné et peut-être entrevu 
par Gauss, a été mis en évidence par Riemann dans son célèbre 
Mémoire sur la série hypergéométrique(^). C'est, en effet, en adoptant 
le point de vue de lliemann que j'ai réussi à déterminer toutes les 
transformations, en très grand nombre, dont Gauss avait prévu l'exis- 
tence. Si l'on écarte les cas où l'équation hypergéométrique s'intègre 
au moyen de fonctions élémentaires ou au moyen de quadratures, i7 
n existe quun nombre fini de pareilles transformations ; elles sont au plus 



(») « Mullo vero plures siae dubio adhuc lalent, easque ipsas quas hic tradeinus for- 
tasse ex allioribus principiis in posterum derivarc liccbit. » [OEuvrcs complètes^ l. III, 
p. i?.4-i'25.) 

(») Beitrage zur Théorie dcr diirch Gauss' che Reihe F(a, ,3, 7, .r) darstellbaren Func- 
tîoncn. [OEiwrcs complètes, p. 62.) 
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du sixième degré par rapport à chacune des variables. J'ai déterminé 
(l'abord les transformations rationnelles; elles se distinguent en deux 
classes, suivant qu'il existe une ou deux relations entre les éléments 
a, p, y. Pour obtenir les transformations rationnelles, aucun nouveau 
calcul n'est nécessaire; j'ai prouvé, en effet, (\\\ on les obtient toutes en 
combinant les transformations rationnelles. 

Séries hypergéométriques d'ordre supérieur à une seule variable 

(^,5,17,51). 

9. L'étude approfondie que je venais de faire de la série hyper- 
géométrique de Gauss me conduisait tout naturellement à essayer 
d'étendre à des fonctions plus générales les remarquables propriétés 
de cette série. Plusieurs voies s'offraient pour cela, que j'ai suivies 
successivement. Une des plus séduisantes était la voie ouverte par 
Riemann, dans le Mémoire auquel je viens de faire allusion. On sait 
que, dans ce Mémoire, Riemann définit les fonctions de Gauss au 
moyen de leurs trois points critiques et des exposants de disconti- 
nuité, entre lesquels est assignée une relation convenable. 

Je me suis proposé de donner une définition analogue à celle de 
Riemann pour les fonctions hypergéométriques d'ordre supérieur k 

une seule variable; j'appelle ainsi les séries entières Vw„a?'S où le 

rapport — — est une fonction rationnelle du rang n qui tend vers 

l'unité lorsque n augmente indéfiniment. Pour aborder ce problème, 
il m'a fallu généraliser une des propositions fondamentales de M. Fuchs 
sur la théorie des équations linéaires a intégrales régulières. La pro- 
position que j'ai obtenue fait connaître la forme générale des coeffi- 
cients d'une équation linéaire dans le domaine d'un point j? = a, 
lorsqu'elle admet une intégrale holomorphe dans ce domaine, les 
valeurs de cette intégrale et de ses y» — i premières dérivées pouvant 
être prises arbitrairement pour x = a. Ce théorème, intéressant en 
lui-même, car il renferme toute la théorie des équations à intégrales 
régulières, m'a été très utile par la suite dans plusieurs recherches. 

Une fois ce théorème établi, j'ai pu montrer qn' une fonction y est 
complètement déterminée par les conditions suivantes : i ^ Chaque branche 



( 'i ) 

<le la fonction est holomorplie p<Hir toute valeur de x^ diflerenle de 
0,1, oc; 2** entre /n- i déterminations de la fonction, il existe une 
relation linéaire et homogène à coefficients constants; 3*^ enfin, dans 
le domaine de chacun des points critiques o, 1 , oo, il existe n branches 
d'une forme spéciale que je précise. En particulier, dans le domaine 
du point 0- = o, il existe une branche holomorphe, qui s'exprime par 
une sérié hypergéométrique d'ordre supérieur. L'analogie parait donc 
complète avec la théorie de Riemann; il y a cependant un fait nouveau 
(|ue Tétude de la série de Gauss ne permettait pas de prévoir, c'est le 
rôle tout particulier que joue le point critiquer? = 1. Ce qui caracté- 
rise ce point critique, c'est qu'il existe dans le voisinage n — i branches 
(le la fonction, linéairement distinctes, qui sont holomorphes. On est 
donc obligé de renoncer à la symétrie entre les différents points cri- 
tiques pour pouvoir étendre la définition de Riemann aux séries 
hypergéométriques d'ordre supérieur. Cette dissymétrie entre les 
trois points singuliers rend, en quelque sorte, intuitives les analogies 
et les différences avec la série hypergéométrique ordinaire ; on n'a plus 
six substitutions linéaires ne faisant qu'échanger les points critiques, 

comme dans le cas de la série de Gauss, mais une seule a? = -• 

Les <liverses branches de la fonction v sont des intégrales d'une 
équation diflerenlielle linéaire d'ordre w, dont les coefficients dépen- 
dent de 2/1 — 1 nombres arbitraires a,, a^, ...,«;,, 6<, ..., h^^^. Les inté- 
grales de cette équation sont représentées par des intégrales définies 
multiples, et j'ai fait remarquer en passant qu'on pourrait se servir de 
ce mode de représentation pour obtenir les relations linéaires entre 
(/iH-i) intégrales (*). liais si l'on veut seulement les substitutions 
fondamentales du groupe do l'équation, on peut les obtenir par un 
calcul beaucoup plus simple que j'ai achevé. La connaissance de ces 
substitutions permet de traiter différents problèmes, par exemple do 
répondre complètement aux questions suivantes, dont les cas les plus 
simples avaient été traités par Clausen (^) : Dans quels cas le carré dune 
série hypergéométrique ordinaire^ ou le produit de deux pareilles séries 



(ï) Le calcul a été cfTeclué par M. G. Périer dans sa Thèse de doctoral, pour n = 3. 
( -) Journal de C relie, t. 3. 
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esl-il une série hyper géométrique d'ordre supérieur? On peut aussi s'en 
servir pour former toutes les équations liypergéométriques admettant 
un groupe donné de substitutions, pourvu que ce groupe soit dérivé 
de deux substitutions fondamentales, dont Tune doit satisfaire à une 
condition particulière. La recherche des cas où une fonction hyper- 
géométrique d'ordre n est une fonction algébrique serait donc com- 
plètement résolue, si Ton connaissait tous les groupes d'ordre fini de 
substitutions linéaires à n variables. 

Les Travaux de MM. Jordan, Klein, Valentiner nous ont fait con- 
naître tous les groupes à trois variables; il n'y aurait donc, en appli- 
quant ma méthode, aucune difficulté à énumérertous les cas où l'équa- 
tion hypergéométrique du troisième ordre s'intègre algébriquement, 
comme l'a fait M. Schwarz pour la série hypergéométrique de Gauss. 

Laissant ce calcul à qui voudra bien Tentreprendre, j'ai appelé seu- 
lement l'attention sur les équations hypergéométriques, en nombre 
infini^ qui correspondent au groupe de lOS substitutions, découvert 
par M. Klein (*), reproduisant la forme ternaire ^rJiCa -h ^j-rg -h r'Jx^. 
Quelques-uncsdeces équations avaient déjù été indiquées parBrioschi 
etHalphen (^). Une surtoutavait vivement attiré Tattention d'Halphen ; 
elle se rattache à la transformation des fonctions elliptiques, et son 
existence avait été signalée par M. Klein, qui avait renoncé à la former, 
Elle a été déduite par Halphen de sa théorie des invariants; le procédé 
que J'emploie la donne immédiatement, ainsi qu'une infinité d'autres 
admettant le même groupe. 

Fonctions analogues aux séries hypergéométriques (19, 5^). 

10. Les recherches contenues dans les Mémoires précédents étaient 
encore susceptibles de généralisations étendues. Dans un Mémoire 
ultérieur (54), j'ai eu pour but de montrer comment l'extension du 
problème de Riemann aux équations linéaires d'ordre supérieur était 
un problème indéterminé, comportant un nombre indéfini de solutions, 



( ' ) Mathenuilische Annalcn, Bd XIV. 

(*) Mathematische Annnlen, Bd XXIV, p. 4Gv>. 

Voir aussi : Notice sur les Travaux mathématiques de G, -H, Halphen, p. 34- 
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dont les équations hypergéoniélriques que j'avais étudiées, ainsi que 
les équations de MM. Hermite et Pochanrimer, n'étaient en quelque sorte 
que les deux fermes extrêmes. Il existe en effet une infinité d'équa- 
tions linéaires dont les intégrales peuvent être définies a la façon de 
la série de Gauss; j'ai donné le moyen de calculer effectivement les 
coefficients de ces équations, et montré comment elles se classaient 
nalurellement en grandes familles, le nombre de ces familles croissant 
indéfiniment avec l'ordre de l'équation. 

(Ws équations possèdent une propriété remarquable : on peut (/éier- 
rniner leur groupe de subslitulions par des calculs algébriques. Celte 
propriété les distingue nettement des équations linéaires les plus géné- 
rales; on sait, en etTet, que les coefficients des substitutions fonda- 
mentales du groupe d'une équation linéaire sont en général des fonc- 
tions //'anAce/j(/a/2^^5 des coefficients. Pour montrer que ma méthode 
n'a pas seulement un intérêt théorique, je l'ai appliquées une équation 
du quatrième ordre, dont j'ai obtenu le groupe par un calcul de quel- 
ques lignes. 

Séries hypergéométriques à deux variables (% 3, 21). ^ 

il. Une autre voie qui s'off'rait pour généraliser la série de Gauss 
consistait à rechercher des fonctions de deux variables jouissant de 
propriétés analogues. Cette voie avait été parcourue avec un remar- 
quable succès par M. Appell et M. Picard. D'une part, M. Appell avait 
étudié quatre séries entières de deux variables F,, Fa, F3, F», présen- 
tant avec la série de Gauss la plus grande analogie, et montré que cette 
analogie n'était pas purement formelle. D'autre pari, M. Picard, se 
plaçant à un point de vue bien diff'érent, avait étendu le problème de 
Riemann aux fonctions de deux variables indépendantes et montré 
qu'en posant convenablement le problème, on retrouvait précisément 
la série ¥^ de M. Appell. 

Cette série F^ satisfait à trois équations linéaires aux dérivées par- 
tielles 

i /• — ap -\- bq -h cZy 
{'>') \ s T=:aip -h biq ■\- CiZ, 

t —a^p 4- b^q -f-c,s, 
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dont les coefficients rappellent par leur forme ceux de Téquation (i). 
J'ai montré qu'on peut faire l'étude de ce système par une méthode 
absolument pareille à celle dont je m'étais servi pour l'étude de l'équa- 
tion (i). Ce système admet soixante intégrales qui s'expriment au 
moyen de la série F|. Ces intégrales sont représentées aussi par des 
intégrales définies tout à fait pareilles à celles de Jacobi, et ce mode de 
représentation permet encore d'obtenir les relations linéaires qui 
existent entre quatre intégrales. Les calculs ont été développés depuis 
par M. Levavasseur dans sa Thèse de doctorat. 

Soient w,, (Oj, co, trois intégrales linéairement distinctes du sys- 
tème (2); si l'on pose 






ces relations définissent 07 et j comme fonctions de u et de v. M. Picard 
a montré que» dans certains cas, on obtenait ainsi des fonctions hyper- 
fuchsiennes. J'ai étudié en détail (21) un cas particulier de dégéné- 
rescence où l'inversion précédente conduit à des fonctions quadruple- 
ment périodiques de deux variables. 

En ce qui concerne les fonctions F^ et F3 de M. Appell, j'ai montré 
qu'elles étaient susceptibles, comme la fonction F,, d'être définies par 
leurs points de discontinuité et la façon dont elles se comportent dans 
le voisinage de chacun d'eux. La question se présentait d'une façon 
plus compliquée que pour la série F^ , car les points singuliers ont un 
rôle dissymétrique, comme dans le cas des séries hypergéométriques 
d'ordre supérieur à une seule variable. 



Intégration des équations linéaires par des intégrales définies 

.A 

f{x, (x)d(x (68). 



r 



12. La facilité avec laquelle la théorie de l'équation de Gauss se dé- 
duisait de l'étude des intégrales de Jacobi permettait de penser qu'il 
serait facile d'étudier de la même façon des catégories beaucoup plus 
étendues d'équations linéaires. Soit V une fonction analytique des 

deux variables indépendantes x et w, telle que le rapport y -j- soit une 
G. 3 
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fonction uniforme, et qui, lorsque x est supposé constant, n'admet 
qu'un nombre fini de valeurs singulières pour u. A toute fonction V 
jouissant de ces propriétés on peut associer une équation différentielle 
linéaire que Ton peut intégrer par des intégrales définies de la forme 

f y du, 

les limites g" et h étant prises d'une façon convenable, et chacune de 
ces expressions s'appliquant à certaines régions du plan. On voit ainsi 
s'offrir un nombre illimité d'équations linéaires, pour lesquelles on 
peut faire une théorie exactement pareille k celle de l'équation de Gauss. 
L'étude des intégrales de la forme considérée donne à la fois les points 
critiques, la nature des solutions dans le domaine des points critiques, 
et les relations linéaires entre les diverses solutions; c'est une véri- 
table intégration, au sens moderne du mot. 

Ces résultats peuvent encore être généralisés, en augmentant soit le 
nombre des variables indépendantes, soit le nombre des intégrations. 
Une théorie générale de tous les cas particuliers qui peuvent se pré- 
senter aurait été pénible et difficilement intelligible. Je me suis borné 
à traiter en détail deux cas particuliers, où intervenaient justement 
des séries hypergéométriques du troisième ordre et les séries F, et F3 
à deux variables, que j'avais déjà eu l'occasion d'étudier. La méthode 
suivie met en évidence un fait déjà reconnu par M. Appell, à savoir 
que les séries Fo et F3 se ramènent l'une à l'autre. 

Plusieurs mathématiciens russes ont poursuivi depuis lors des géné- 
ralisations analogues, dans diverses directions. 

Équation de Kummer (12, 20, 63, 73, 71). 

13. C'est encore l'étude d'une question, se posant naturellement à 
propos de la série de Gauss, qui m'a conduit aux recherches suivantes. 
Le problème de la transformation des séries hypergéométriques a été 
posé dans toute sa généralité par M. Kummer; dans un Mémoire bien 
connu (*), il a démontré que la question se ramenait à la recherche 



( " ) Journal de C relie, t. 1 5. 
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des intégrales algébriques d^une équation difTérentielIe du troisième 
ordre, dépendant de six coefficients arbitraires X, p, v, V, [x' v', à 
laquelle son nom est resté attaché. J'avais déjà, dans la seconde partie 
de ma Thèse de doctorat, obtenu toutes les intégrales rationnelles de 
cette équation, quand on regarde Tun au moins des nombres X, [jl, v 
comme arbitraire. Reprenant ensuite la question en me plaçant dans le 
cas le plus général, je suis parvenu à obtenir toutes les intégrales ration- 
nelles de cette équation quand on ne fait aucune hypothèse sur X, pi, v. 
Voici, en quelques mots, la marche suivie : J'établis d'abord qu'il ne 
pouvait exister d'autres intégrales rationnelles, différentes des inté- 
grales déjà connues, à moins que X, |jl, v ne soient des parties aliquotes 
de l'unité. Ces conditions étant remplies, j'ai montré ensuite qu'une 
fonction rationnelle 9(<), pour être une intégrale de l'équation de 
Kummer, doit satisfaire aux deux conditions suivantes : 

I® Pour toute valeur de b, différente de Oy i , ao, les racines de V équa- 
tion f^{t)=zh doivent être racines simples; 

a® Les racines des trois équations ç(/) = o, ?(0 ^^ ^» ?(0 =^ ^> 9^^ 
ne sont ni o, ni i , ni oo, doivent être racines multiples, du même degré de 
multiplicité pour chacune d'elles. 

Le problème d'Algèbre auquel on est ainsi ramené offre une analogie 
évidente avec le problème de Jacobi, qui domine toute la théorie de la 
transformation des fonctions elliptiques. Ce nouveau problème est lié 
lui-même à un système de relations arithmétiques, qui expriment 
uniquement que les trois équations ç(/) = o, (p(/) = i, (p(/)==Qo 
ont le même nombre de racines et que le genre de la relation x = o(t) 
est égal à zéro. C'est la discussion de ce système qui m'a conduit à une 
solution complète du problème ; j'en résumerai les résul tats brièvement. 

Si la somme X -h (jh- v e^/ supérieure à l'unité, il existe une inanité de 
systèmes de valeurs pour X', (x', v' telles que l'équation de Kummer admette 
une intégrale rationnelle. 

Les séries hypergéométriques correspondantes sont des fonctions 
algébriques de la variable, et les valeurs de X', p.', v' sont fournies par 
le Tableau de M. Schwarz. Depuis la publication de mon Travail, 
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M. Otto Fischer s'est occupé en détail, dans sa Thèse inaugurale, du 
calcul des coefficients. 

Si la somme X -h (jl -f- v est égale à r unité, il existe encore une infinité 
d* intégrales rationnelles, mais on n a plus quun nombre fini de systèmes 
de valeurs pour X', jjl', v'. 

On retomhe d'ailleurs sur un cas spécial du problème de la transfor- 
mation des fonctions elliptiques. 

Enfin, si la somme X -h (x -t- v ^5/ inférieure à V unité. Un existe quun 
nombre fini d'intégrales rationnelles, dont j'ai donné le Tableau com- 
plet. Dans ce cas, le problème est lié à la transformation des fonctions 
fuchsiennes, dont la théorie venait d'être créée par M. Poincaré. Les 
intégrales que j'ai obtenues fournissent des exemples de relations algé- 
briques entre des fonctions fuchsiennes qui ne se ramènent pas aux 
fonctions modulaires. 

On pouvait penser que la méthode, qui m'avait réussi si complète- 
ment pour la recherche des intégrales rationnelles, s'appliquerait 
aussi avec succès à l'étude des intégrales algébriques. C'est ce qu'a 
essayé de faire M. Erwin Pappcrilz dans son Habilitationschrift (*); je 
suis revenu moi-même sur le sujet (63), surtout afin de mettre en évi- 
dence la différence essentielle entre les deux problèmes. En effet, dans 
le cas des intégrales algébriques, il faut ajouter aux relations arithmé- 
tiques des relations d'une nature beaucoup plus complexe, qui s'ex- 
priment par l'égalité des modules de deux surfaces de Riemann. Ces 
relations se trouvent satisfaites identiquement quand il s'agît d'inté- 
grales rationnelles, mais il n'en est pas de même en général. On peut 
cependant tirer parti des relations arithmétiques, car il suffît d'un 
nombre y?/îi d'essais, par des opérations élémentaires, pour reconnaître 
si, à un système de solutions des équations arithmétiques, correspond 
une intégrale algébrique de l'équation de Kummer. On peut d'ailleurs 
diminuer le nombre des essais à l'aide de diverses remarques, parmi 
lesquelles je me bornerai à indiquer la suivante : Etant donnée une 
équation linéaire du second ordre à coefficients rationnels, si l'inver- 
sion du quotient de deux intégrales particulières donne une fonction 

(>) Leipzig, 1886. 
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analytique de :; qui n^admet qu'un nombre fini de valeurs pour chaque 
valeur de z, l'équation proposée se déduit, par une substitution ration- 
nelle, d'une équation de même forme où l'inversion du quotient de 
deux intégrales donne naissance à une fonction uniforme. 

Transformations rationnelles des équations différentielles linéaires 

(U, 52). 

14. La méthode suivie pour déterminer les intégrales rationnelles 
de l'équation de Kummer s'étendait sans difficulté à l'étude des 
transformations rationnelles des équations différentielles linéaires 
possédant un nombre quelconque de points critiques. Pour fixer les 
idées, je me suis borné à traiter en détail le cas d'une équation du 
second ordre. Le problème se pose alors comme il suit : 

Étant donnée une équation linéaire du second ordre, à coefficients 
rationnels^ ayant p points singuliers (non apparents), trouver une fonc- 
tion rationnelle o(t) telle que, en faisant le changement de variable 
j7 =: ç(^) et multipliant les intégrales par une fonction convenable de /, 
la nouvelle équation ait seulement q points singuliers (non apparents). 

Il se présente encore ici un système d'équations arithmétiques dont 
la discussion est le nœud du problème. Cette discussion conduit 
d'abord aux résultats suivants, relativement aux deux nombres 
entiers p et q : 

Lorsque p est supérieur à quatre, on a forcément q^p; si q =p, la 
substitution est linéaire. 

Lorsque /? = 4 » on aura aussi q^k\ si q =^ t\, la transformation est 
une transformation de Jacobi. 

Cette dernière proposition rapproche les intégrales rationnelles de 
l'équation de Kummer des transformations rationnelles elliptiques; 
ce sont, en effet, les seules transformalions qui n'augmentent pas 
nécessairement le nombre des points critiques. 

En ce qui concerne le nombre des transformations possibles, les 
conclusions sont différentes, suivant le signe de la quantité 
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j'appelle ' la différence des exposants de discontinuité de l'équation 

primitive dans le domaine du point critique ic = a,, cette différence 
étant supposée commensurable et réduite à sa plus simple expression. 
Si A est négatif ou nul, l'équation primitive appartient à un type 
algébrique ou elliptique; il existe une infinité de transformations ration- 
nelles conduisant de r équation primitive à une équation ayant un nombre 
déterminé de points singuliers. En dehors de ces cas particuliers, au 
nombre de huit, toutes les substitutions rationnelles conduisant d'une 
équation qui a p points critiques à une équation qui en a 9, appai^ 
tiennent à un nombre limité de types distincts. 

On peut tirer parti de ces recherches pour ramener à des calculs 
algébriques le problème suivant : Une équaiion linéaire du second ordre 
étant donnée, reconnaître si l'intégrale générale est une fonction algé- 
brique de la variable. Je me suis servi des mêmes principes dans Fétude 
des cas de réduction d'une intégrale hyperelliptique (n** 6). 

Réduction des équations linéaires (8, 15, 76, 82). 

15. Dans un de mes premiers Articles (76), j'ai montré que l'inté- 
gration d'une équation linéaire du second ordre peut être effectuée 
par des différentiations et des éliminations, quand on connaît une 
relation entre deux intégrales de celte équation; il n'y a exception 
que dans deux cas particuliers où l'intégration exige une quadrature. 
Lorsque les coefficients de l'équation proposée sont des fonctions 
algébriques de la variable, et que la relation entre les intégrales est 
aussi algébrique, ces intégrales sont elles-mêmes des fonctions algé- 
briques, sauf dans les deux cas exceptionnels signalés. 

Dans ses belles recherches sur les invariants des équations diffé- 
rentielles linéaires, Laguerre avait découvert un cas de réduction très 
intéressant pour les équations linéaires du troisième ordre : c'est le 
cas où il existe, entre trois intégrales distinctes, une relation quadra- 
tique homogène à coefficients constants. En cherchant à étendre la 
proposition de Laguerre aux équations du quatrième ordre, j'ai obtenu 
un cas de réduction analogue : Lorsque quatre intégrales distinctes d' une 
équation linéaire du quatrième ordre vérifient une relation quadratique 
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homogène à coefficients constants, à discriminant diffèrent de zéro, ces 
intégrales s'obtiennent en faisant le produit des intégrales de deux équa- 
tions linéaires du second ordre, La méthode par laquelle j'établis ce 
théorème prouve que les coefficients des deux équations du second 
ordre doivent s'obtenir par la résolution d'une équation du second 
degré, dont les coefficients admettent le même domaine de rationa*^ 
lité que les coefficients de l'équation du quatrième ordre. La question 
revenait au fond à la recherche des transformations homographiques 
qui font revenir sur elle-même une surface du second degré. De même, 
lorsque les intégrales vérifient deux relations quadratiques distinctes, 
on est conduit à étudier les transformations homographiques qui font 
revenir sur elle-même une biquadratique ou une cubique gauche. Peu 
de temps après la publication de ces résultats dans une Note des 
Comptes rendus (2 juillet i883), Halphen annonçait que sa théorie des 
invariants des équations linéaires permettait d'effectuer la réduction; 
les calculs sont développés dans son grand Mémoire (*) des Acta 
Mathematica (t. III, p. 3i4). 

Le cas de réduction précédent se rattachait en réalité à la propriété 
que possèdent les surfaces du second degré, de revenir sur elles-mêmes 
par une infinité de transformations homographiques. La même pro- 
priété appartient à la surface développable du quatrième ordre, ayant 
pour arête de rebroussement une cubique gauche. J'ai montré aussi 
qu'on pouvait rattacher à cette surface un nouveau cas de réduction 
des équations linéaires du quatrième ordre (15). D'un autre côté, le 
premier membre de l'équation de cette surface peut être identifié au 
discriminant d'une forme binaire cubique. Ceci amène à trouver dans 
la théorie des formes algébriques une source de propositions analogues 
aux précédentes, quand on passe aux équations linéaires d'ordre supé- 
rieur; je me suis contenté d'en énoncer quelques-unes. 

Depuis que M. Picard a étendu les théories de Galois aux équations 
différentielles linéaires, l'étude des cas de réduction a fait l'objet d'un 
certain nombre de Travaux. Les deux cas de réduction précédents sont 
encore parmi les plus intéressants que l'on ait découverts. 



(>) Halphen déclare dans sa Notice (p. 34) que c'est la lecture de ma Note qui lui a 
suggéré ridée d'étudier ce problème. 
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Équations linéaires particulières (13, 81, 83). 

16. L'étude des beaux Travaux de M. Hermite sur l'équation de 
Lamé m'avait conduit à rechercher les équations linéaires du troi- 
sième ordre, auxquelles on pourrait appliquer les méthodes de 
M. Hermite. J'ai étudié en particulier (13, 83) une équation du troi- 
sième ordre, ne possédant que trois points singuliers, ayant toutes 
ses intégrales régulières, et telle que, dans le domaine de chacun des 
points critiques, elle admette trois intégrales particulières qui sont 
respectivement multipliées par i, a, a'" (a et a* étant les racines cu- 
biques imaginaires de l'unité) quand la variable décrit un lacet autour 
de ce point. Les coefficients de cette équation dépendent de nombres 
entiers indéterminés et, en outre, d'un paramètre h tout à fait arbi- 
traire. Il résulte d'un important théorème de M. fl. Picard, que la 
variable et l'intégrale générale peuvent s'exprimer par des fonctions 
doublement périodiques proprement dites, ou de seconde espèce, 
d'une variable auxiliaire. Mais l'analogie avec l'équation de Lamé, ou 
plutôt avec l'une de ses transformées, peut être poussée plus loin; 
je démontre, en effet, que l'on peut trouver trois intégrales particu- 
lières de Vèquatioriy en général distinctes, dont le produit est une fonction 
rationnelle de la variable. C'est par l'étude directe du groupe de substi- 
tutions de l'équation que j'établis cette propriété. Les substitutions 
fondamentales de ce groupe peuvent être mises sous une forme parti- 
culièrement simple par un choix convenable des intégrales; cette 
forme met en évidence le théorème énoncé. 

Dans un autre Article (81), j'ai donné une démonstration élémen- 
taire d'une propriété importante du groupe de l'équation linéaire qui 
relie au module la fonction complète de première espèce : il n'existe 

entre les substitutions fondamendales SI » SI ^^ ^^ groupe aucune re- 
lation de la forme 



o, o. o, o, o. o, -'• 
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Systèmes d'équations linéaires (2V). 

17. Les systèmes d'équations différentielles linéaires et homogènes 
du premier ordre, qui sont identiques h leur système adjoint, offrent 
un intérêt particulier, car on rencontre de pareils systèmes dans un 
grand nombre de questions de Géométrie et de Mécanique. M. Dar- 
boux (*) a montré que, lorsque n = 3. l'intégration d'un pareil sys- 
tème se ramène à Tintégration d'une équation de Riccati. Lorsque 
ri= 4f j'îii démontré de même que l'intégration du système se ramène 
à l'intégration de deux équations de Riccati distinctes. Au delà de 
/i = 4» il "6 semble pas que l'on rencontre de proposition aussi 
simple. Cependant, si Ton connaît, quel que soit le nombre n des 
inconnues, un système particulier d'intégrales, j'ai fait voir que l'on 
peut ramener l'intégration du système à celle d'un système demêmr 
espèce et à /i — i inconnues seulement. 

Équations non linéaires. Solutions singulières (69, 89). 

18. On peut, comme il est bien connu, se placer a deux points de 
vue différents pour étudier les solutions singulières d'une équation 
différentielle du premier ordre. Si l'on considère une famille de 
courbes C (algébriques), dépendant d'un paramètre variable a, 

l'ensemble de ces courbes forme l'intégrale générale d'une équation 
différentielle du premier ordre 

(4) 9(*ï-, J, /) — o, 

et l'enveloppe des courbes C est une solution singulière de l'équa- 
tion (4). Au contraire, si l'on part d'une équation différentielle du 
premier ordre donnée a priori, elle n'admet pas, d'une façon normale, 
d'intégrale singulière; la courbe obtenue en éliminant j' entre les 



(^) Théorie des surfaces, t. I, Cliap. H. 
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deux relations 9 = o, -r^ = o est un lieu de points de rebroussement 

pour les courbes intégrales. Ces résultats sont aujourd'hui classiques. 
Je nfie suis proposé d'examiner quelles étaient les propriétés correspon- 
dantes pour un système de n équations du premier ordre. Si Ton sup- 
pose, pour fixer les idées, /i = 2, la théorie des solutions singulières 
se généralise comme il suit. Soient 

(5) /, (.r,7, :;,«, h) — o, fi(^r,y,z,a, b)—o 

les équations d'une congruence de courbes gauches F (algébriques). 
Toutes ces courbes satisfont à un système de deux équations différen- 
liolles du premier ordre, 

((i) FCo-, j, -,/, z') — o, F,(jr, V, -, v', z') — o, 

dont elles constituent l'intégrale générale. D'autre part, la surface 
focale de la congruence se compose d'un certain nombre de nappes S,, 
So, . . ., S^. En chaque point /W/ de la nappe S,, par exemple, passe une 
courbe Y tangente à S,; les courbes de S/ qui, en chacun de leurs 
points, sont tangentes à la courbe F correspondante, vérifient évidem- 
ment les équations (6). D'ailleurs, elles ne font pas partie de la con- 
gruence (5); ce sont des solutions singulières des équations (G). 

Inversement, étant donné un système d'équations diflerentielles du 
premier ordre, de forme quelconque^ ce système n'admet pas normale- 
ment d'intégrales singulières. La surface obtenue en éliminant y et z' 
entre les équations (6) et la suivante 

I)(F,F,) 



J)(/,^'} 



rr o 



est, en général, un lieu de points de rebroussement pour les courbes 
intégrales. J'ai donné les conditions nécessaires pour qu'il y ait des 
intégrales singulières, et traité ensuite les mêmes problèmes pour les 
systèmes d'un nombre quelconque d'équations. 

J'ai dû, pour ces recherches, étendre d'abord aux systèmes de /^ équa- 
tions différentielles du premier ordre les théorèmes classiques de Briot 
et Bouquet sur les intégrales de l'équation 

dy , 

jr -7- =r av -h h y h- ex- -4- . . . , 
- dx -^ 



ï 
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qui s'annulent avec x. Les résultats obtenus sont reproduits dans 
rOuvrage récent de Forsyth (^). 

Des solutions singulières à l'équation de Clairaut la transition est 
facile. Cette équation possède, comme l'on sait, cette propriété curieuse 
qu'on obtient l'intégrale générale en y remplaçant r' par une constante 
arbitraire. A la suite d'un article de M. Raffy (^), je me suis proposé 
de déterminer toutes les équations différentielles du premier ordre 
jouissant de la même propriété (89). Il en existe une suite indéfinie, 
que l'on obtiendrait par l'équation d'une suite d'équations aux déri- 
vées partielles dont l'ordre n peut être quelconque. Si n=^\, on 
retrouve l'équation de Clairaut. Pour /i = 2, l'équation aux dérivées 
partielles peut encore être intégrée, et l'on obtient le type d'équations 
le plus simple, après l'équation de Clairaut, qui s'intègre de la 
même façon. L'intégrale générale peut être définie comme il suit : 
Soient M, M' deux points quelconques d'une courbe plane C de forme 
arbitraire, et m le milieu de MM'; le point M restant fixe, si le point M' 
décrit la courbe C, le point m décrit une courbe bomothétique C|,. A 
chaque position du point M sur la courbe C correspond ainsi unr 
courbe Cj,, et l'ensemble de ces courbes constitue l'intégrale générale 
d'une équation différentielle du premier ordre, qui s'intègre à la façon 
de Téquation de Clairaut. 

Pour n = 3 et pour les valeurs plus grandes de n, l'équation aux 
dérivées partielles correspondante ne parait pas intégrable. 

Invariants (2-2, 26). 

19. On connaît le rôle important que joue, dans la théorie mo* 
derne des fonctions, l'équation différentielle du troisième ordre qui 
lie à la variable indépendante le quotient de deux intégrales particu- 
lières d'une équation linéaire du second ordre. H se présente dans 
cette équation une expression remarquable 



,m 
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( *) Theorj of differential £qualio/is, vol. UI; passùn. 
(*) Bulletin de la Société Mathématique, t. XXIIL p. So. 
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qui se reproduit identiquement quand on y remplace y par --^^ — -5> 

a, h, e, d étant des constantes quelconques; on donne quelquefois a 
cette expression le nom de schwarzien ou de dérivée scJuvarzienne, Je 
me suis proposé de rechercher des expressions, renfermant les dérivées 
partielles de deux fondions w, v, de deux variables indépendantes a;, y, 
et jouissant de la même propriété d'invariance relativement à une 
substitution linéaire à coefficients quelconques effectuée sur u et v. 
Voici, en quelques mots, la méthode que j'ai suivie. Je considère un 
système d'équations linéaires aux dérivées partielles de la forme (2) 
(n" 11), admettant trois intégrales linéairement distinctes, 5,, r.^, r,, 

et je montre qu'en posant "- = //,- = {?, les fonctions ueis? sont défi- 

nies par un système de quatre équations aux dérivées partielles du 
second ordre, dont les premiers membres possèdent précisément la 
propriété requise. J'obtiens ainsi quatre invariants distincts tout \\ fait 
analogues au schwarzien. Ces invariants ont été retrouvés peu après, 
au moyen d'une méthode différente, par M. Painlevé; ils ont été uti- 
lisés depuis par M. Boulanger pour l'étude des systèmes linéaires de 
la forme (2), dont l'intégrale générale est algébrique ('). 

Je me suis encore occupé des invariants à propos d'une autre ques- 
tion. Les belles recherches d'Halphen sur les invariants des équations 
différentielles linéaires devaient forcément inviter les géomètres à 
créer des théories analogues pour d'autres classes d'équations diffé- 
rentielles; c'est ce qu'ont fait, par exemple, MM. Appell et Roger Liou- 
ville. Me plaçant à un point de vue plus général (26), j'ai montré 
qu'on pouvait établir a priori l'existence d'invariants pour des classes 
déterminées d'équations différentielles ou d'équations aux dérivées 
partielles, et calculer ces invariants en appliquant les méthodes géné- 
rales de Sophus Lie, pour les groupes continus iïordrefini. 



( ') Journal de l'École Poljtec/t nique, a* série, 4* Cahier; 1898. 
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ÉQUATIONS AUX HÉRIVÉES PARTIELLES. 



Théorèmes d'existence (3^, 35, k2, 9^, 102, 10^). 

20. L'existence des intégrales (analytiques) d'un système d'équa- 
tions aux dérivées partielles a été établie pour la première fois d'une 
façon rigoureuse par Cauchy. Les démonstrations ont été simplifiées 
depuis par différents géomètres, surtout par M™* Kowalesky, dont la 
méthode est reproduite aujourd'hui dans la plupart des Ouvrages clas- 
siques. J'ai obtenu une démonstration encore plus simple (94) par 
l'emploi d'un artifice très général qui m'avait servi dans d'autres 
recherches du même genre, mais plus complexes, dont je parlerai plus 
loin. Dans le cas d'une équation du second ordre à deux variables 
indépendantes, le théorème de Cauchy prouve qu'une surface intégrale 
est, en général, déterminée, quand on se donne une courbe située sur 
cette surface, et le plan tangent tout le long de cette courbe, il est clair 
que les conditions précédentes pourraient être variées d'une infinité 
de façons. J'ai étudié en particulier le cas où Ton se donne deux courbes 
situées sur la surface cherchée, ayant un point commun. Les résultats 
obtenus seront plus facilement intelligibles, quand j'aurai parlé des 
caractéristiques, et j'y reviendrai plus loin. 

Équations du premier ordre (102). 

21. Dans un Ouvrage \niilu\é Leçons sur Tîntégralion des équations 
auœ dérivées partielles du premier ordre, publié en iSgr, j'ai exposé 
dans leur ordre historique les diverses méthodes d'intégration, depuis 
la méthode de Lagrange et Charpit jusqu'aux méthodes modernes de 
M. Sophus Lie, fondées sur la théorie des multiplicités d'éléments et 
des transformations de contact, qui constituent en quelque sorte la 
synthèse des méthodes antérieures. Les travaux de M. Sophus Lie ont 
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porté cette théorie à un si haut degré de perfection qu'il ne saurait 
être question de recherches bien originales dans un Ouvrage de cette 
nature. Parmi les diverses simplifications de détail que j'ai introduites, 
je rappellerai seulement que j'ai précisé complètement la méthode 
d'intégration des systèmes complets, due à Mayer, de façon à la mettre 
il l'abri de toute objection; dans l'exposition de la méthode de Lie, j'ai 
indiqué en quelques mots (102, page 178) comment on pourrait établir 
le théorème fondamental de Lie par une autre voie, en le rattachant 
aux théorèmes généraux de Cauchy. En se plaçant à ce point de vue, 
M. Delassus a montré depuis comment on pouvait rattacher les unes 
aux autres les diverses méthodes d'intégration, dans ses intéressantes 
Leçons sur la théorie analytique des équations aux Hérissées partielles du 
vremier ordre. 

Équations du second ordre. Intégrale générale (lOV). 

l'I. Au début de son grand Mémoire, Considérations générales sur les 
intégrales des équations aux différentielles partielles ( * ), Ampère adopte la 
définition suivante de l'intégrale générale d'une équation aux dérivées 
partielles d'ordre quelconque : Pour qu'une intégrale soit générale, il 
faut qu 'Un en résulte y entre les variables que l'on considère et leurs dérii'ées 
à l infini^ que les relations exprimées par V équation donnée et celles quon 
en déduit en la différentiant. D'autre part, les travaux de Cauchy sur 
l'existence des intégrales' conduisaient naturellement à adopter une 
définition différente de l'intégrale générale. Voici, par exemple, la 
définition adoptée par M. Darboux pour l'intégrale générale d'une équa- 
tion aux dérivées partielles du second ordre : Une intégrale est générale, 
si l'on peut disposer des arbitraires qui y figurent, fonctions ou constantes 
en nombre infini, de manière à retrouver les solutions dont les théorèmes 
de Cauchy démontrent rexistence, c'est-à-dire de manière à attribuer à 
la fonction inconnue et à l'une de ses dérivées premières des valeurs se 
succédant suivant une loi continue quelconque j donnée à l'avance^ pour 
tous tes points d'une courbe. 



(* ) Journal de V École Potj technique, 17* Cahier. 
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li est facile de s'assurer qu'une intégrale, qui est générale dans le 
dernier sens, est aussi générale au sens d'Ampère. Il était naturel de 
se demander si la réciproque était exacte. La réponse était restée 
indécise ('). J'ai prouvé très nettement, par des exemples simples, 
qu'une intégrale peut être générale au sens d'Ampère, sans être géné- 
rale au sens de Cauchy. U y a même un fait plus singulier: étant 
donnée une équation du second ordre, ne satisfaisant à aucune condi- 
tion particulière, toute intégrale de cette équation, dépendant d'une 
infinité de constantes, est générale au sens d'Ampère. On voit par là 
combien la définition d'Ampère était insuffisante. 

Caractéristiques (3^, 35, 62, 10^). 

23. Il résulte du théorème fondamental de Cauchy qu'il existe, 
en général, une surface intégrale d'une équation du second ordre, à 
deux variables indépendantes, passant par une courbe donnée F, 
et tangente, tout le long de celte courbe, k une surface développable 
donnée A. L'étude des cas exceptionnels de ce problème, que l'on 
appelle généralement, pour abréger, \e problème de Cauchy, conduit 
à une notion très importante, celle des multiplicités caractéristiques, 
déjà entrevue par Monge et Ampère, mais dont la théorie ne pouvait 
être faite d'une façon précise qu'après les travaux de Cauchy. Dans 
un Ouvrage récent (104), j'ai pu, en m'appuyant sur les propriétés 
des caractéristiques, exposer d'une façon simple tous les faits déjà 
connus, ainsi que les résultats de mes recherches personnelles, sur 
les équations aux dérivées partielles du second ordre. Mais il était 
indispensable, afin de fonder une théorie rigoureuse, d'élucider 
d'abord complètement un certain nombre de questions qui se posent 
d'elles-mêmes, quand on veut étudier de près le rôle des caracté- 
ristiques. Pour bien montrer la suite des idées, je suis obligé d'entrer 
dans quelques détails sur ce sujet. 

La connaissance d'une courbe F, située sur la surface inconnue S, 
et du plan tangent en un point quelconque de cette courbe revient à la 

(*) Voir un Article de M. Borel, Remarques sur l'inte'gration des équations linéaires 
aux dérivées partielles ( Bulletin des Sciences Mathématiques, 1895 ). 
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connaissance d'une multiplicité M, d'éléments du premier ordre appar- 
tenant à cette surface intégrale, c'est-à-dire de cinq fonctions ;r, j, 2, 
p, y d'un paramètre variable satisfaisant à la relation 

dz z=z pd,r -H (] d)\ 

L'équation proposée F = o, jointe k celles que l'on en déduit par des 
différentiations, permet alors, si la multiplicité M| n'est pas choisie 
d'une façon particulière, de déterminer les valeurs des dérivées succes- 
sives de la fonction inconnue, à partir du second ordre, en un point 
(juelconque de la courbe F. On forme ainsi une série entière, conver- 
gente dans un certain domaine, qui donne la solution du problème 
deCauchv. 

Ceci ne s'applique qu'aux circonstances les plus générales. Si la 
multiplicité M, satisfait à certaines conditions, les équations qui dé- 
terminent les valeurs des dérivées successives de la fonclion inconnue 
deviennent incompatibles ou indéterminées. On est ainsi conduit k 
distinguer sur toute surface intégrale deux familles de courbes, en 
général distinctes, qui jouissent de la propriété suivante : les valeurs 
de X, y y s, p, y, r, s, /, le long de /'une de ces courbes, forment une 
multiplicité à une dimension, telle que tes équations qui devraient faire 
connaître les déniées du troisième ordre, en un point quelconque de l'une 
de ces courbes, admettent une infinité de solutions. Ces multiplicités 
d'éléments du second ordre peuvent être définies indépendamment de 
toute surface intégrale; ce sont les caractéristiques du second ordre de 
l'équation F = o. Toute équation du second ordre possède en général 
deux familles distinctes de caractéristiques du second ordre. On définit 
de la même façon les caractéristiques d'ordre n, en considérant la suite 
des valeurs de s, et de toutes ses dérivées partielles jusqu'à celles 
d'ordre n inclusivement, le long de l'une des courbes précédentes. La 
liaison entre les caractéristiques des différents ordres résulte du théo- 
rème fondamental suivant : Lorsque les deux familles de caractéris- 
tiques sont distinctes, toute caractéristique d'ordre n appartient à une 
infinité de caractéristiques d'ordre /i -h 1 , dépendant d'une constante 
arbitraire. Au contraire, lorsque les deux familles de caractéristiques 
sont confondues, une caractéristique d'ordre n n'appartient, en gêné- 
rai, qu'à une seule caractéristique d'ordre /i -h i. 
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Lorsqu'une multiplicité M, d'éléments du premier ordre est con- 
tenue dans une caractéristique du second ordre, Tétude du problème 
de Gauchy pour cette multiplicité conduit à des équations admettant 
une infinité de systèmes de solutions. iMais il y a encore ici une dis- 
tinction essentielle à faire: l'indétermination, qMÎ commence en 
général aux dérivées du troisième ordre, peut exceptionnellement 
commencer dès le second ordre. Les valeurs des dérivées du second 
ordre r, s, i, quand on se donne a?, v, s, p, q en fonction d'un para- 
mètre variable, sont fournies par les trois relations 

(7) Y{x,y,z, p.q.r.s, l)=o, 

{ 8 ) dp T= r (ix ~h s dy, dq =r s dx -h t dy ; 

pour que l'indétermination commence au second ordre, ces équations 
<loivent admettre en r, ^, / une infinité de solutions dépendant d'un 
paramètre arbitraire. Afin de reconnaître les cas où il en est ainsi, 
je me suis servi d'une interprétation géométrique qui m'a rendu les 
plus grands services dans l'élude des équations du second ordre. Si 
l'on considère x^ y, 5, p, q, dx, dy, dz, dp, dq comme des paramètres 
donnés, et r,s,t comme les coordonnées d'un point dans l'espace, 
l'équation (7) représente une certaine surface (S); les équations (8) 
représentent de même une droite parallèle à une génératrice du 
cône (T) qui a pour équation rt — s'^ = o. Pour qu'une des inconnues 
r, 5, / puisse être prise arbitrairement, il faut et il suffît que la sur- 
face (S) admette des génératrices rectilignes parallèles aux génératrices 
du cône (T). Quand cette circonstance se présente, les multiplicités M, 
d'éléments du premier ordre, que l'on vient de définir, sont les carac- 
téristiques du premier ordre. 

J'ai été ainsi conduit à une classification des équations du second 
ordre, qui est généralement adoptée dès maintenant (*). En laissant 
de côté quelques cas particuliers intermédiaires, il y a lieu de distin- 
guer quatre grandes classes : i*' les équations générales qui admettent 
deux systèmes différents de caractéristiques, tous les deux du second 
ordre; 2° les équations telles que la surface (X) correspondante est 



(») Voir Encydopàdie der mathematischen Wissenschaften, Bd H, p. 366. 
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une surface réglée, non développable, ni du second ordre, dont les 
génératrices sont parallèles aux génératrices du cône (T) : elles 
admettent encore deux systèmes différents de caractéristiques, un du 
premier ordre, un du second ordre; 3° les équations pour lesquelles 
la surface (2) est une surface développable dont le plan tangent reste 
parallèle à un plan tangent au cône (T); elles admettent un seul sys- 
tème de caractéristiques qui est du premier ordre; 4** les équations de 
Monge-Ampère, qui admettent deux familles de caractéristiques du 
premier ordre. La surface (S) correspondante est un plan ou une sur- 
face du second degré dont les génératrices sont parallèles à celles du 
cône (T). On comprend par là pourquoi la théorie de ces dernières 
équations doit être plus simple que la théorie des équations générales 
du second ordre. J'ai pu, en effet, en me servant de la représentation 
géométrique précédente, exposer les propriétés de ces équations d'une 
façon presque intuitive (104, Chap. II). 

Tout ce qui précède serait purement formel, si l'on n'étudiait pas 
jusqu'à quel point l'indétermination qui se présente dans la solution 
du problème de Cauchy est réelle ou apparente. En termes précis, 
voici quelle était la nature du problème à résoudre : Etant donnée une 
caractéristique du second ordre, les recherches précédentes prouvent 
que l'on peut construire une infinité de séries entières, dépendant 
d'une infinité de constantes arbitraires, qui satisfont formellement à 
l'équation proposée, et qui, si elles sont convergentes, représentent des 
intégrales auxquelles appartiennent tous les éléments de la caractéris- 
tique considérée ; peut-on disposer des arbitraires qui y figurent de façon 
qu'elles soient convergentes? Dans le cas général où les deux familles de 
caractéristiques sont distinctes, j'ai obtenu la solution complète de ce 
problème. Le résultat que j'énonce, pour plus de clarté, en langage 
géométrique est le suivant: Par toute caractéristique du second ordre 
passent une infinité de surfaces intégrales dépendant d'aune infinité de 
constantes arbitraires; pour achever de déterminer la surface intégrale, il 
suffit de se donner une autre courbe arbitraire, rencontrant la caractéris- 
tique, et située sur la surface cherchée. De ce théorème se déduisent des 
conséquences très variées; je citerai seulement la proposition suivante 
qui avait déjà été établie par MM. Darbouxet Picard dans le cas parti- 
culier des équations linéaires, et qui est vraie pour une équation de 
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forme quelconque: Deujc caracterlstiifues du second ordre de systèmes 
différents, ayant un élément commun du second ordre, déterminent une 
surface intégrale et une seule. 

Les méthodes habituelles du calcul des limites étaient insuftisantes 
pour décider de la convergence ou de la divergence des séries qu'il 
s'agissait d'étudier. Après divers essais, je me suis arrêté à un artifice 
simple, d'un caractère très général, qui permet d'étudier des ques- 
tions plus compliquées. L'une des plus simples qui se présente, après 
le problème de Cauchy, me paraît être la suivante : Étant données deux 
courbes C, C, se coupant en un point 0, déterminer une surface intégrale 
passant par les courbes C, C, et pour laquelle le point ne soit pas un 
point singulier. Les tangentes aux deux courbes C, C au point déter- 
minent le plan tangent en 0, c'est-à-dire les valeurs des dérivées du 
premier ordre/? et q. On peut ensuite calculer de proche en proche les 
valeurs des dérivées parHelles des différents ordres de la fonction 
inconnue par des systèmes d'équations en nombre égal à celui des 
inconnues et qui sont toujours linéaires à partir du troisième ordre. 
Je me suis d'abord proposé de rechercher les cas où ces équations sont 
incompatibles ou indéterminées, ce qui m'a conduit k un résultat bien 
singulier. Les valeurs de r,5,/ étantconnues, on a l'élément du second 
ordre de la surface intégrale cherchée au point et, par suite, les 
directions des tangentes aux deux caractéristiques issues de cet élé- 
ment. Cela étant, les équations qui déterminent de proche en proche les 
valeurs des dérii^ées partielles des différents ordres de la fonction inconnue, 
au point 0, deviennent périodiquement incompatibles ou indéterminées, 
lorsque le rapport anharmonique des tangentes aux deux courbes données 
(], C, et des tangentes aux deux caractéristiques issues du point 0, est 
une racine n'^""' de l'unité Ci5). Dans tout autre cas, il ne peut y avoir 
plus d'une intégrale régulière satisfaisant aux conditions requises; il 
peut du reste arriver, même lorsque la série obtenue est unique, que 
cette série soit divergente. L'élude de tous les cas particuliers qui 
peuvent se présenter exige des discussions fort délicates, que je n'ai 
pas encore publiées. Je citerai seulement le résultat suivant: lorsque 
l'une des courbes C, C est tangente au point à une direction carac- 
téristique, la série obtenue est toujours convergente dans le voisinage 
du point 0(42). Pour se rendre compte du degré de généralité de 
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cette proposition, il suffit, par exemple, de l'appliquer à une équation 
linéaire, ce qui conduit à l'énoncé suivant : Étant données une équation 
linéaire à coefficients quelconques s -h ap -\- hq -h es = o^ et deux courbes 
C, C, ayant un point commun 0, sans être tangentes en ce points il existe 
une sur/ace intégrale et une seule passant par ces deux courbes, pourvu 
que la tangente à l'une de ces courbes au point soit parallèle à l'un des 
plans X = o, ou y = o. 

La discussion du problème de Caucliy pour une caractéristique con- 
duit à des conclusions totalement différentes, lorsque les deux familles 
de caractéristiques de l'équation du s^îcond ordre considérée se ré- 
duisent à une seule. Une caractéristique ne peut appartenir en général 
à plus d'une surface intégrale, sauf pour certaines caractéristiques 
d'une classe d'équations dont il sera question au paragraphe suivant. 
Mais la série entière que l'on détermine ainsi n'est pas nécessairement 
convergente dans un domaine fini; cett^ question appelle encore de 
nouvelles recherches. 

Intégrales intermédiaires (29, 62, lOi). 

24. A la théorie des caractéristiques se rattache, de la façon la plus 
étroite, la recherche des intégrales intermédiaires, c'est-h-dire des 
équations du premier ordre /(a:^, v, z, p, q) = o, dont toutes les inté- 
grales vérifient l'équation du second ordre proposée. Dans le cas des 
équations de Monge-Ampère, le problème se ramène, comme l'on sait, 
à la recherche des combinaisons intégrables des équations différen- 
tielles des caractéristiques du premier ordre. Dans le cas d'une équa- 
tion de forme quelconque, il ne peut exister d'intégrale intermédiaire 
dépendant de deux constantes arbitraires /(x, y^ s, /?, q, a, h) = o, 
que si Téquation admet wn^. famille de caractéristiques du premier 
ordre. Des équations en dx^ dy, dp, dq, qui définissent ces caracté- 
ristiques, on déduit alors un système de deux équations aux dérivées 
partielles, non linéaires, du premier ordre, dont les intégrales com- 
munes, s'il en existe, fournissent les intégrales intermédiaires cher- 
chées. Je me suis proposé d'examiner si ces deux équations simul- 
tanées pouvaient former un système en involution ; pour qu'il en soit 
ainsi, il faut d'abord que les deux familles de caractéristiques soient 
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confondues et, de plus, qu'une autre condition soit satisfaite. Cette 
dernière condition est assez compliquée, et il parait difficile de 
pouvoir en déduire toutes les équations qui répondent à la question. 
J'ai dû prendre une autre voie pour y parvenir. En supposant que la 
condition requise soit vérifiée, je prouve d'abord que l'intégrale géné- 
rale de l'équation du second ordre est représentée par un système de 
deux équations 

l U[x, j, 5, a,/(a),/(a), <p(«)] — o, 

(9) Nu^ â\] ^, ^ âl} .,, , àV ,^ ^ 

f âa à/(ay ^ ^ àf(ay ^ ' d ^{a) ' ^ ' 

OÙ a désigne un paramètre auxiliaire, /(a) et 9(a) deux fonctions 
arbitraires de ce paramètre. Inversement, pour que les formules pré- 
cédentes représentent l'intégrale générale d'une équation aux dérivées 
partielles du second ordre, la fonction U ne peut pas être prise quel- 
conque; elle doit encore remplir une certaine condition, et voici en 
définitive le résultat auquel j'arrive : Étant donnée une équation aux 
dérivées partielles du premier ordre de la forme 

('^) 11 Vs:^^ -^^'5^' g:^' ^- ^- ^«^ V"^""' 

// suffit de connaître une intégrale complète de cette équation pour en dé- 
duire une équation du second ordre dont C intégrale générale est repré- 
sentée par un système de deux équations de la forme (g), et on les obtient 
toutes de cette façon ^ en faisant varier la fonction arbitraire U. 

Ce résultat me paraît surtout intéressant, parce qu'il nous fait con- 
naître une classe nouvelle et étendue d'équations du second ordre, 
dont l'intégrale générale peut être écrite explicitement. Nous retrou- 
verons, du reste, plusieurs fois cette catégorie d'équations dans la suite 
de cette Notice. 

Systèmes en involution (34, 39, 67, 72, 104). 

25. M. Sophus Lie a donné le nom de systèmes en involution à des 
systèmes d'équations simultanées d'ordre quelconque, lorsque l'inté- 
grale générale d'un pareil système présente le plus haut degré possible 
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de généralité, étant donnés le nombre et Tordre de ces équations. La 
méthode d'intégration proposée par M. Darboux pour les équations du 
second ordre conduisait à étudier les systèmes en involution formés 
d'une équation du second ordre et d'une autre équation d'ordre quel- 
conque. L'intégration de cesi systèmes, dont les propriétés essentielles 
étaient connues déjà, se ramène à l'intégration d'équations différen- 
tielles ordinaires. Les propositions générales de la théorie des carac- 
téristiques m'ont permis de présenter la théorie de ces systèmes sous 
une forme très simple (104, Ch. VI), qui met en évidence leurs pro- 
priétés les plus importantes. 

J'ai étudié aussi en particulier (39, 67), les systèmes en involution 
formés de deux équations du second ordre, f^orsque les équations sont 
linéaires en r, s, /, on peut les écrire 

(ri) r -hls -h [f.t-= o, .ç-t- X^ -f- V =: o, 

X, (JL, V étant des fonctions de x, y, s, /?, y, qui doivent satisfaire à une 
condition supplémentaire. La théorie de ces systèmes présente la plus 
grande analogie avec la théorie des équations aux dérivées partielles du 
premier ordre, qui peut du reste être considérée comme un cas parti- 
culier. L'intégrale générale du système peut toujours être représentée 
par un système de formules où figurent explicitement un paramètre 
variable a, une fonction arbitraire o(a) de ce paramètre et ses dé- 
rivées o'(a), 9"(^)- Une transformation de contact permet de ramener 
les équations (ï i) a une forme canonique simple, de la même façon 
qu'on peut ramener toute équation du premier ordre à la forme cano- 
nique/? = o. J'ai montré aussi qu'à tout système linéaire en involution 
on peut rattacher l'intégration d'une équation de Monge où figurent 
les dérivées du second ordre 

Les systèmes en involution non linéaires se rattachent d'une façon 
curieuse à la classe d'équations du second ordre du paragraphe pré- 
cédent. Soient 

('2) J\^f y^ -,/?, ^» '\s, t) = o, 9(^,7, z,p, q, r, s, t) = o 

les équations de ce système; si l'on y regarde x, y, z, p, q comme des 
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constantes données, et r, s, t comme les coordonnées d'un point, ces 
équations représentent une certaine courbe (F). Pour que le système 
soit en involution, il faut d'abord que les tangentes à cette courbe (F) 
soient parallèles aux génératrices du cône (T) qui a pour équation 
r/ — 5*=o. Si cette condition est satisfaite, on peut considérer la 
courbe (F) comme l'arête de rebroussement d'une surface dévelop- 
pable (£); soit 

(|3) F(j:-, /, z, p, q, r, s,t) — o 

l'équation de cette surface (2). Cela étant, voici le résultat assez 
imprévu auquel j'ai été conduit : Pour que le système (12) soit en invo- 
lution^ il faut et il suffit que r équation (ï3) appartienne à la classe con- 
sidérée au paragraphe précédent y c'est-à-dire que les équations qui dé- 
terminentses intégrales intermédiaires forment elles-mêmes un système 
en involution. Ce théorème donne le moyen de former tous les sys- 
tèmes en involution de deux équations du second ordre. Les intégrales 
du système (12) sont des intégrales singulières de l'équation (i3); on 
les obtient en établissant une relation d'une forme particulière entre 
les fonctions arbitraires/(a) etç(a)qui figurent dans les formules (9). 

La méthode de H. Darbouz (33, 37, i^O, tô, Wl, 66, 72, 104). 

26. Les méthodes d'intégration de Monge et d'Ampère, qui con- 
sistent à rechercher les intégrales intermédiaires du premier ordre, 
sont d'une application très limitée. Dans un Mémoire fondamental 
publié en 1870 dans les Annales de l* École Normale, M. Darboux a 
proposé une méthode qui va beaucoup plus loin que les précédentes. 
L'étude de celte méthode suggère un grand nombre de questions; j'ai 
consacré plusieurs Mémoires à élucider quelques-unes des plus im- 
portantes. Je vais analyser rapidement les résultats. L'application de 
la méthode de M. Darboux exige que l'on connaisse deux combinai- 
sons intégrables, dont l'ordre peut être quelconque, de l'un au moins 
des systèmes d'équations différentielles qui définissent les caractéris- 
tiques des deux familles. Si, pour abréger, on appelle invariant d'une 
famille de caractéristiques toute fonction de a:, y, 5,/?, ^, ..., renfer- 
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mant les dérivées jusqu'à un ordre quelconque, qui conserve une 
valeur constante quand on se déplace sur une caractéristique quel- 
conque de cette famille, on peut dire encore qu'il suffit de connaître 
deux invariants de l'une des familles de caractéristiques. Pour obtenir 
ces invariants, on est conduit à considérer une suite indéfinie de sys- 
témes d'équations linéaires aux dérivées partielles du premier ordre, 
dont chacun admet toutes les intégrales du précédent, et il faut qu'en 
allant assez loin dans cette suite on finisse par arriver à un système 
ayant au moins deux intégrales distinctes. D'ailleurs, lorsqu'il existe 
deux invariants distincts, il est facile de voir qu'il en existe une infinité 
d'autres. Il semble donc a priori qu un grand nombre de circonstances 
dilférenles peuvent se présenter dans cette recherche, et qu'à chacune 
d'elles doit correspondre quelque particularité pour achever l'intégra- 
lion de l'équation du second ordre. En réalité, il n'en est rien; les 
relations qui existent entre ces invariants successifs sont extrême- 
ment simples. J'ai montré en effet qu'il suffit d'en connaître deux 
pour pouvoir en déduire tous les autres par des différcntiations; à 
partir du moment où l'on a deux invariants, il se présente un nouvel 
invariant distinct pour chaque ordre nouveau de dérivées, quelque 
irrégularité pouvant seulement avoir lieu pour le premier ou le second 
ord rc 

Ces conclusions ne s'appliquent qu'au cas général où les deux fa- 
milles de caractéristiques sont distinctes. Lorsque ces deux familles 
sont confondues, le résultat est tout différent. J'ai démontré que, dans 
ce cas, il ne peut y avoir deux invariants distincts que lorsque l'équa- 
tion appartient à la catégorie du n° 21. La détermination des équa- 
tions du second ordre, intégrables par la méthode de M. Darboux, et 
ne possédant qu'un seul système de caractéristiques, est donc une 
question épuisée. 

Il est bien loin d'en être ainsi lorsque les deux familles de caracté- 
ristiques sont distinctes. La recherche de catégories d'équations, de 
plus en plus étendues, intégrables par cette méthode, est au contraire 
un des problèmes les plus intéressants et les plus difficiles de cetle 
théorie. Il n'a donné lieu jusqu'ici qu'à un petit nombre de travaux. 
Je me suis d'abord proposé d'appliquer celte méthode aux équations 
linéaires. Le résultat que j'ai mis en évidence est le suivant : Dans le 
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cas des équations linéaires, la méthode de M. Darboux et la méthode de 
Laplace s'appliquent en même temps. On n'obtient donc pas par cette 
voie de nouveau cas d'intégrabilité. Toutefois, j'ai rencontré, au cours 
de cette étude, une proposition remarquable, dont un cas particulier 
avait déjà été établi par M. Darboux, et qui est susceptible d'un grand 
nombre d'applications analytiques et géométriques (37, 72). 

5/, entre n -f- i intégrales linéairement distinctes de V équation linéaire 
s -h ap -h bq -h cz = o, il existe une relation linéaire et homogène dont 
les coefficients sont fonctions d'une seule des variables x^y, la suite de 
Laplace relative à cette équation se termine dans un sens après (/^ — i ) 
transformations au plus. 

La réciproque de cette proposition est d'ailleurs facile à établir. 
Dans des recherches plus récentes (45, 47, 66), j'ai déterminé toutes 
les équations s=f{x,y,Zjp,q)^ telles que les équations différen- 
tielles des deux systèmes de caractéristiques admettent deux combi- 
naisons intégrables du second ordre. Toutes ces équations se ramè- 
nent, en laissant de côté les équations linéaires, à onze équations 
canoniques d'une forme simple, dont j'ai obtenu sous forme explicite 
l'intégrale générale. La solution de ce problème exige des transforma- 
tions analytiques qui ne sont pas sans difficulté. La même méthode 
s'appliquerait aussi, comme je l'ai indiqué rapidement, à la recherche 
des équations s ■=zf(^x,y,z,p,q), dont les équations différentielles 
des deux familles de caractéristiques admettent deux combinaisons 
intégrables d'ordre quelconque. Mais les calculs deviennent rapide- 
ment compliqués, et je ne les ai pas encore terminés. 



Équations intégrables (91, 97, \i)k). 

27. Lorsque la méthode de M. Darboux s'applique aux deux familles 
de caractéristiques d'une équation du second ordre, l'intégration est 
ramenée à celle d'un système d'équations aux différentielles totales, 
dont les seconds membres renferment deux paramètres variables a 
et ^, deux fonctions arbitraires /(a) et ?(P) de ces paramètres, ainsi 
que leurs dérivées jusqu'à un ordre déterminé ; ce système est d'ailleurs 
complètement intégrable, quelles que soient les fonctions/(a) et q(P). 
G. 6 
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On obtient ainsi pour représenter l'intégrale générale de Téquation 
du second ordre proposée, des formules d'une nature spéciale; j'ai 
démontré (104) qu'inversement toute équation, dont l'intégrale géné- 
rale est de cette forme, peut être intégrée par la méthode de M. Dar- 
boux. Les équations précédentes comprennent, comme cas particulier, 
les équations qu'Ampère SippeHxi de la première classe, et, comme cas 
plus particulier encore, les équations qui admettent une intégrale 
générale explicite : j'entends par là les équations telles que les va- 
riables indépendantes a:, ^ et la fonction inconnue z peuvent s'expri- 
mer explicitement au moyen de deux paramètres variables a, pi, de 
deux fonctions arbitraires /(a), o(^) de ces paramètres et de leurs 
dérivées jusqu'à un ordre déterminé. 

On ne connaissait jusqu'ici qu'un petit nombre d'équations jouis- 
sant de cette propriété. Lorsque les formules renferment deux fonc- 
tions arbitraires /(a), ?(a) d'un seul paramètre, les deux familles de 
caractéristiques sont confondues, et les équations obtenues plus haut 
(n"^ 24) sont les seules qui répondent à la question. Dans le cas où les 
formules renferment deux fonctions arbitraires/(a) et 9(P) de deux 
paramètres distincts a et ^, le résultat le plus général connu jusqu'ici 
était dû à M. Moutard, qui avait donné le moyen ( * ) de former toutes 
les équations du second ordre dont l'intégrale générale est de la 
forme 

X et Y étant des fonctions arbitraires de a? et / respectivement, X', Y', 
X', Y\ ..., leurs dérivées. On sait que ce problème se ramène à la 
recherche des équations linéaires pour lesquelles la suite de Laplace 
est terminée dans les deux sens, question qui a été résolue par 
M. Moutard et par M. Darboux. Aux équations précédentes, il faut 
ajouter toutes celles qu'on en déduit par la transformation de contact 
la plus générale. Avant d'aller plus loin, il convenait de se demander 
si Ton n'obtenait pas ainsi tous les types d'équations du second ordre 
admettant une intégrale générale explicite. J'ai montré d'abord qu'il 
n'en était rien, au moyen de l'exemple simple fourni par l'équation 



(*) Comptes rendus, t. LXX, p. 834; '8 avril 1870. 
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s^(oi!-^yy=^^pq (91). J'ai obtenu depuis des exemples en grand 
nombre, entre autres les équations dont il est question à la fin du 
paragraphe précédent. A ce point de yue-là, toute équation du second 
ordre* susceptible d'admettre une intégrale générale explicite, lors- 
qu'elle ne peut se ramener par une transformation de contact à une 
équation déjà intégrée, constitue un type nouveau d'équations inté- 
grables. 

Dans une Note des Comptes rendus (t. LXXV, p. 1094)^ M. Maurice 
Lévy avait énoncé sans démonstration une condition nécessaire et suf- 
fisante pour qu'on puisse obtenir l'intégrale générale d'une équation 
aux dérivées partielles du second ordre, moyennant l'intégration de 
k systèmes successifs d'équations différentielles ordinaires. Le critère 
de M. Maurice Lévy est identique à celui que l'on déduit de l'applica- 
tion de la méthode de M. Darboux. En adoptant une interprétation fort 
rationnelle du théorème de M. Maurice Lévy, M. E. von Weber a donné 
le premier une démonstration de ce théorème. J'ai montré depuis que, 
si l'on admet l'interprétation de M. E. von Weber, la proposition de 
M. Maurice Lévy se déduit d'une façon très simple des propriétés géné- 
rales des caractéristiques (104, Chap. VIll). 



Transformation des équations du second ordre (91, 92, 97, 104). 

28. Les travaux de M. Sophus Lie ont mis en évidence le rôle essen- 
tiel des transformations de contact dans la théorie des équations aux 
dérivées partielles du premier ordre. Leur rôle est beaucoup moins 
important dans la théorie des équations du second ordre. On est amené 
à considérer des transformations d*une nature beaucoup plus complexe, 
dont le type le plus célèbre est la transformation de Laplace, et dont 
chacune ne s'applique qu'à des équations d'une forme spéciale. Il est 
possible qu'un grand avenir soit réservé à Tétude de ces transforma- 
tions, qui est k peine ébauchée. Quoi qu'il en soit, je ne m'en suis 
occupé qu'incidemment, à propos de questions particulières, dont je 
dirai seulement quelques mots. 

J'ai déterminé d'abord (104, Chap. IX) la forme générale des équa- 
tions du second ordre, telles que l'une des dérivées partielles du pre- 
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inier ordre de la fonction inconnue ne vérifie elle-même qu*une seule 
équation du second ordre. Ce qui donne quelque intérêt a cette trans- 
formation, c'est qu'on peut lui ramener un grand nombre de transfor- 
mations qui ont été utilisées, entre autres celle de Laplace. En 
appliquant celte méthode aux équations de la forme s^ = \(x,y)pq, 
j'ai été conduit à une classe d'équations linéaires qui offrent une 
grande analogie avec les équations à invariants égaux et qui présentent 
le même degré de généralité. 

En étudiant de même une classe de transformations qui s'appliquent 
aux équations linéaires, j'ai obtenu une loi de réciprocité, entre une 
équation et son adjointe, dont le beau théorème de M. Moutard sur les 
équations 5 = Xs est une conséquence immédiate. Cette loi générale 
m'a conduit depuis à une proposition, tout à fait pareille à celle de 
M. Moutard, relative aux équations 5* = X(ic, j)/>y(97). Les équations 
de cette forme n'offrent pas seulement un intérêt théorique; elles 
interviennent dans une question importante de Géométrie. M. Cosserat 
a montré, en effet, qu'elles se présentent tout naturellement quand on 
cherche les expressions des coordonnées d'un point d'une surface, rap- 
portée à ses lignes minima comme courbes coordonnées. L'étude des 
équations s^ = X(:r, y)pq appelle en outre l'attention sur les équations 
linéaires telles que l'intégrale générale de l'équation adjointe se 
déduise de l'intégrale générale de la proposée par une de ces trans- 
formations (/w, /i), si complètement étudiées par M. Darboux. A cette 
classe appartiennent les équations qui admettent quatre intégrales 
liées par une relation quadratique, ce qui donne la raison la plus 
simple d'une propriété curieuse de ces équations (92). 



Équations d'ordre supérieur à deux variables (42, lOi). 

29. La théorie générale des caractéristiques s'étend sans de grandes 
difficultés aux équations d'ordre supérieur au second ou aux systèmes 
d'équations simultanées, lorsque le nombre des variables indépen- 
dantes est égal à 2. J'ai démontré que les théorèmes d'existence, où 
interviennent les caractéristiques, s'étendent également aux équations 
d'ordre supérieur ou aux systèmes d'équations simultanées (42 et 
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104, Note II). On pourrait reprendre, les unes après les autres, toutes 
les questions traitées pour une équation unique du second ordre; je 
me suis borné, dans le dernier Chapitre de mon Ouvrage (104), à in- 
diquer à grands traits la marche à suivre. 

Équations à n variables indépendantes (43, 4^, 96, 104). 

30. L'extension aux équations d'ordre supérieur de la notion si 
féconde des caractéristiques présente de bien plus grandes difficultés, 
lorsqu'il y a plus de deux variables indépendantes. Si l'on part du 
problème de Cauchy généralisé, ce qui semble l'idée la plus naturelle, 
on arrive à définir des multiplicités d'éléments à /2 — i dimensions, 
appartenant k une infinité d'intégrales, qui sont les analogues des 
multiplicités caractéristiques à une dimension pour une équation à 
deux variables indépendantes. Mais ces multiplicités sont définies par 
des relations quadratiques par rapport aux dérivées, ce qui détruit 
complètement l'analogie avec le cas de deux variables. 

Partant d'un autre point de vue (104, p. 33i, t. II), je me suis 
demandé s'il ne serait pas possible d'associer à une équation F = o 
un ensemble de multiplicités d'éléments à une dimension, définies par 
un système d'équations difierentielles, dont le nombre est inférieur de 
plus d'une unité à celui des variables, mais dont l'une au moins serait 
une conséquence des autres et de l'équation F = o. C'est ainsi, en défi- 
nitive, que l'on établit les équations différentielles des caractéristiques 
d'une équation à deux variables indépendantes. Lorsque la fonction F 
est absolument quelconque, il n'existe pas de semblables multiplicités 
d'éléments; pour qu'il y en ait, il est nécessaire qu'une certaine forme 
algébrique, associée à F d'une façon très simple, soit divisible par un 
facteur linéaire (43), et il y a autant de familles de caractéristiques k 
une dimension que cette forme algébrique admet de facteurs linéaires 
distincts. On voit ainsi s'offrir toute une classe d'équations aux dérivées 
partielles, qu'il parait naturel d'étudier d^abord, après les équations à 
deux variables indépendantes; on a le choix entre un grand nombre de 
problèmes, sur lesquels je me propose de revenir. Pour montrer que 
cette étude offre un intérêt réel, il me suffira de faire observer que 
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Téquation aux dérivées partielles du troisième ordre, dont dépend la 
recherche des systèmes triples orthogonaux, appartient à la classe pré- 
cédente. 

La seule application de cette idée générale, que j*aî publiée jus- 
qu'ici, est relative aux équations du second ordre à n variables, qui 
admettent une famille de caractéristiques du premier ordre, à une 
dimension, définie par des équations où les différentielles figurent 
linéairement. On est ainsi.conduit à des équations tout à fait analogues 
aux équations de Monge-Ampère; du reste, elles avaient déjà été étu- 
diées par différents géomètres, en particulier par M. Yivanti, qui s'était 
placé à un point de vue tout différent. La plupart des propriétés de 
l'équation deMonge-Âmpère s'étendent aisément à ces nouvelles équa- 
tions. Au lieu de poursuivre ces généralisations faciles, je me suis 
attaché de préférence à un problème dont la solution offre quelque 
chose de nouveau, que la théorie des équations à deux variables ne 
permettait pas de prévoir. MM. Sophus Lie et Darboux ont démontré 
que toute équation de Monge-Ampère, qui admet deux intégrales in- 
termédiaires distinctes du premier ordre dépendant d'une fonction 
arbitraire, peut être ramenée, par une transformation de contact, à 
Tune des formes r= o, ou 5 = o, suivant que les deux familles de ca- 
ractéristiques sont confondues ou distinctes. Dans le cas d'une équa- 
tion à n variables, admettant deux intégrales intermédiaires distinctes, 
il n'y a encore qu'une forme canonique (qui est, si l'on veut, r= o), 
lorsque les deux familles de caractéristiques sont confondues. Mais, si 
ces deux familles sont distinctes, j'ai montré qu'il y avait pour l'équa- 
tion du second ordre n — i formes canoniques essentiellement diffé- 
rentes. Ces formes canoniques sont très simples, et Ton en trouve sans 
peine l'intégrale générale. La solution de ce problème offre une appli- 
cation intéressante de la théorie des groupes de fonctions, qui est due, 
comme Ton sait, à M. Sophus Lie. 
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GÉOMÉTRIE. — SUJETS DIVERS. 



Surfaces minima (23, 55, 61, 86). 

31. L'Académie des Sciences de Paris avait proposé, comme sujet 
de Concours pour le Grand Prix des Sciences mathématiques de i886, 
Tétude des surfaces qui admettent tous les plans de symétrie d'un 
des polyèdres réguliers. L'Académie appelle en particulier l'attention, 
disait le programme du Concours, sur celles de ces surfaces qui sont 
algébriques et du plus petit degré possible, ou qui jouissent de quelque 
propriété remarquable relative à la courbure. 

Mes recherches antérieures sur la série hypergéométrique m'avaient 
conduit à étudier d'une façon approfondie les beaux Travaux de M. Klein 
sur les groupes d'ordre fini de substitutions linéaires à une variable. 
En réfléchissant à ces résultats, je me convainquis aisément que je 
pourrais déterminer toutes les surfaces minima algébriques possédant 
la symétrie demandée. Je n'avais eu connaissance de la question pro- 
posée par l'Académie que quelques mois avant la clôture du Concours, 
et, malgré une rédaction hâtive, mon Mémoire obtint le Prix. On me 
permettra de citer le passage du Rapport qui concerne mon Mé- 
moire (*) : 

« Le Mémoire inscrit sous le n® 2 a pour devise Non multa, sedmul- 
tum. Il est divisé en trois Parties, dont la première concerne la re- 
cherche des équations générales propres à représenter toutes les 
surfaces ayant les plans de symétrie d'un polyèdre régulier, tétraèdre, 
cube ou icosaèdre. L'auteur trouve ces équations par des procédés 
rigoureux et élégants; on reconnaît là, dès Tabord, un géomètre fami- 
lier avec les théories toutes modernes d'Algèbre, où les polyèdres ré- 
guliers jouent un rôle prédominant. Il étudie rapidement les plus 

(1) Commissaires : MM. Hermite, Bertrand, Darboux, Jordan; Halphen, rapporteur. 
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simples de ces surfaces qui sont algébriques, et aborde, dans la seconde 
Partie, la recherche vraiment intéressante des surfaces minima qui ont 
les symétries demandées. Pour y parvenir, il emploie la représentation 
des surfaces minima sous la forme donnée par M. Weierstrass, et Tin- 
terprétation géométrique que Ton doit à M. Lie. Dans ce mode de 
représentation, les coordonnées d'un point quelconque sont exprimées 
explicitement au moyen d'une variable complexe par l'intermédiaire 
d'une fonction caractéristique. L'auteur du Mémoire n® 2 cherche 
comment on doit choisir cette fonction caractéristique pour que la 
surface ait les plans de symétrie d'un polyèdre régulier. Cette re- 
cherche se trouve extrêmement facilitée par la connaissance des théories 
algébriques dont M. Félix Klein a publié un exposé lumineux, dans 
son récent Ouvrage intitulé : Vorlesungen uber das Ikosaeder. Grâce à 
ces théories si perfectionnées, le géomètre érudit dont nous analysons 
le Travail a pu, sans difficulté, trouver la représentation générale des 
surfaces mmi/?2a algébriques ayant les symétries de l'un quelconque 
des polyèdres réguliers. La troisième Partie est d'un moindre intérêt; 
on n'y peut guère remarquer qu'une généralisation bien facile du té- 
traèdre régulier et du cube pour l'espace à plus de trois dimensions. » 
C'est, comme on le voit, la partie de mon Mémoire relative aux sur- 
faces minima à laquelle le Rapport attachait le plus d'importance. La 
recherche de ces surfaces revenait au fond à la détermination des 
courbes minima qui admettent un groupe d'ordre fini de rotations et 
de symétries. Or ces groupes ne forment qu'un sous-groupe tout par- 
ticulier parmi le groupe général des transformations linéaires qui 
changent une courbe minima en une nouvelle courbe minima. La 
question que je venais de traiter me conduisait donc tout naturelle- 
ment à étudier la transformation subie par une surface minima, quand 
on fait subir aux courbes minima correspondantes la transformation 
homographique la plus générale qui conserve le cercle de l'infini. Un 
cas particulier important avait déjà été traité par 0. Bonnet; c'est la 
transformation par laquelle on passe d'une surface minima à son ad- 
jointe ou, plus généralement, à une surface minima associée. Les 
transformations les plus générales en question s'obtiennent en combi- 
nant la transformation de Bonnet avec une autre transformation 
simple, dont j'ai fait l'étude détaillée. Parmi les propriétés de cette 
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nouvelle transformation, je citerai les suivantes : elle conserve les 
angles, fait correspondre les lignes de courbure aux lignes de courbure 
et les lignes asymptotiques aux lignes asymptotiques (23, 61). 

J'ai montré aussi que les surfaces minima interviennent dans la so- 
lution d*un problème de la théorie des déblais et des remblais, proposé 
parM. Appell(86). 

Déformation des surfaces (28, 65, 68, 70). 

32. Le problème de la déformation des surfaces est un des plus in- 
téressants et des plus difficiles de la Géométrie infinitésimale, et l'on 
n'a pu jusqu'ici le résoudre complètement que dans un très petit 
nombre de cas. M. Weingarten a publié, en 1891, un remarquable 
théorème, qui fait dépendre la solution du problème de l'intégration 
d'une équation aux dérivées partielles du second ordre, tout à fait 
différente des équations classiques de Bour et de 0. Bonnet. Peu de 
temps après la publication de la Note de M. Weingarten, j'ai reconnu 
que son équation aux dérivées partielles était intégrable dans un 
nombre illimité de cas, dont les plus simples correspondent précisé- 
ment aux cas déjà connus où le problème de la déformation pouvait 
être résolu. Les résultats obtenus peuvent être résumés comme ij 
suit : la détermination des surfaces qui admettent l'élément linéaire 

(i4) €is* = du*-+- - — m{m — i) \cit* 

se ramène à l'intégration d'une équation linéaire E(p,P) (*) et à des 
quadratures. Cette équation linéaire est intégrable par la méthode de 
Laplace toutes les fois que m est un nombre entier. Les surfaces cor- 
respondantes sont applicables sur des surfaces spirales et aussi, comme 
Ta fait observer M. Darboux, sur des surfaces réglées imaginaires dii 
troisième ordre. Ces résultats ont été introduits par M. Darboux dans 
le Tome IV de ses Leçons sur la Théorie générale des surfaces (-). 



(*) Darboux, Théorie générale des surfaces^ t. H, p. 5 4. 

(*) J'ai appris, par la lecture de cet Ouvrage, que mes rcsuliaU avaient aussi été ob- 
tenus par un géomètre italien, M. Ettore Baroni. 

G. 7 
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J'avais déjà rencontré Téquation aux dérivées partielles du problème 
précédent, dans un autre problème de la théorie des surfaces, en appa- 
rence tout différent : la recherche des surfaces qui sont homolhé- 
tiques à leur enveloppée moyenne, suivant une expression de Ribau- 
cour. L'étude de cette question m'avait été suggérée par un Article de 
M. Appell (*). A toute surface homothéliquc à son enveloppée moyenne 
correspond une surface admettant l'élément linéaire donné par la 
formule (i ^i), et inversement. 

Kn cherchant à généraliser l'élégant théorème de Bour sur la défor- 
ujation des surfaces de révolution, je me suis proposé de recherrJier 
toutes les surfaces qu*il est possible de déformer, de telle façon 
qu'une série de sections de la surface par des plans parallèles se 
change en une nouvelle famille de courbes planes situées dans des 
plans parallèles. Ce problème conduit à une équation aux dérivées 
partiellesdu troisième ordre, que l'on peut intégrer complètement (65). 
Les surfaces obtenues sont susceptibles d'une définition géométrique 
très simple, qui met en évidence la signification géométrique des 
trois fonctions arbitraires figurant dans l'intégrale générale. On peut 
faire subir à ces surfaces une déformation continue, dépendant d'un 
paramètre variable, satisfaisant à la condition requise. 



Courbes gauches (6^). 

33. La détermination d'une courbe gauche, dont on connaît le 
rayon de courbure et le rayon de torsion en fonction de l'arc, con- 
duit à l'intégration d'une équation différentielle linéaire du troisième 
ordre. En m'appuyant sur un élégant théorème de Laguerre, dont j'ai 
parlé plus haut (n** 15*), j'ai ramené l'intégration à celle d'une équa- 
tion linéaire du second ordre seulement. Un résultat équivalent a été 
établi par M. Darboux dans le Tome 1 de la Théorie des surfaces. Les 
deux méthodes sont absolument indépendantes, et ont été publiées à 
peu près simultanément en 1887. 



(') American Journal of Mnthemaùc s, l. X; 1888. 



À 



(5. ) 



Lignes tracées sur les surfaces (38, 90). 

34. On doit à M. Leiieuvre des formules élégantes qui donnent les 
expressions générales des coordonnées d*un point d'une surface rap- 
portée à ses lignes asymptotiques, Les coordonnées x^y, z sont four- 
nies par des quadratures où figurent trois intégrales 0,, 62» ^s d'une 
équation à invariants égaux 

(.5) J^ = ^(«'l^)«- 

Lorsque l'équation (i5) est intégrable par la méthode de Laplace, 
chacune des intégrales ô^, Ô^, 9, dépend explicitement de deux 
fonctions arbitraires d'une variable, et de leurs dérivées en nombre 
fini. J'ai montré (38, 90) qu'on pouvait mettre ces fonctions arbi- 
traires sous une forme telle que toutes les quadratures puissent être 
effectuées. On obtient ainsi les expressions, sous forme explicite, des 
coordonnées d'un point d'une surface, rapportée à ses lignes asympto- 
tiques, avec autant de fonctions arbitraires d'une variable que l'on 
voudra, pourvu que le rang de l'équation (i5) soit assez élevé. La 
même méthode permet d'obtenir, avec le même degré de généralité, 
des formules explicites représentant des couples de surfaces appli- 
cables ou des couples de surfaces se correspondant avec orthogonalité 
des éléments. 

Dans le cas particulier d'une surface réglée, il résulte du théorème 
général sur les équations linéaires, dont j'ai donné plus haut l'énoncé 
(page 40' fl"^ l'équation (i5) est de rang 2. Celte remarque fournit 
sans peine les expressions générales des coordonnées d'un point d'une 
surface réglée, rapportée à ses génératrices et à ses lignes asympto- 
tiques du second système. M. Kœnigs avait déjà obtenu une solution 
élégante de ce problème, tout à fait différente de la précédente. 

Les formules de M. Cosserat, pour représenter une surface rapportée 
à ses lignes minima, font de même intervenir l'équation que j'avais 
étudiées' = ^'k(x,y)pq (n° 28). En modifiant légèrement les nota- 
tions de M. Cosserat, j*ai mis ses formules sous une forme qui montre 
encore mieux leur analogie avec les formules de M. Leiieuvre (93). 
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Surfaces orthogonales. Congruences de normales (36, i^8, M). 

35. Dans une Note 1res courte des Comptes rendus Ç]6), j'ai donné 
une démonstration géométrique simple d'un théorème énoncé par 
M. Darboux : La sphère est la seule surface qui, dans tous les déplacements 
possibles, engendre une famille dr surfaces faisant partie d'un système 
tripla orthogonal. 

On peut rattacher au même ordre d'idées deux Notes consacrées k 
l'élude d'un problème, proposé par M. Bricard : Trouver tous les modes 
de correspondance entre deux droites de V espace, tels que, si l'une de ces 
droites décrit une congruence de normales, il en soit de même de la 
seconde. Ces correspondances se rattachent d'une façon curieuse aux 
transformations de contact en {x, p) de l'espace à trois dimensions, 
et peuvent être définies géométriquement en ne faisant intervenir 
qu'une famille de surfaces à deux paramètres, choisie arbitrairement, 
et les surfaces parallèles. 

Divisions régulières de l'espace (25, oti). 

36. Dans sa Théorie des groupes kleinéens, M. Poincaré a étudié les 
groupes discontinus de transformations conformes de l'espace qui 
laissent invariable un plan réel. Je me suis proposé d'étudier une 
autre classe de groupes de transformations conformes de l'espace, les 
groupes d'ordre fini (\\x\ font revenir sur elle-même une sphère imagi- 
naire. Ces nouveaux groupes sont, relativement aux groupes d'ordre 
fini de substitutions linéaires à une variable, ce que sont les groupes 
kleinéens par rapport aux groupes fuchsiens. La question revient à 
déterminer tous les groupes d'ordre fini de substitutions orthogo-^ 
nales à quatre variables ; on les obtient en associant d'une façon con- 
venable les substitutions de deux groupes de substitutions linéaires à 
une seule variable et d'ordre fini. Ces groupes sont très nombreux; 
j'en ai donné l'énumération complète. 

A chacun de ces groupes correspond une division régulière de 
l'espace «n un nombre fini de régions congruentes. En passant en 
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revue toutes ces divisions, j'ai obtenu la solution du problème suivant, 
extension à l'espace d'un problème célèbre traité par M. Schwarz à 
propos de la série hypergéométrique : Étant donné un tétraèdre à faces 
sphériques, on prend le tétraèdre symétrique du premier par rapport à 
Vune de ses faces ^ et ainsi de suite indéfiniment ; dans quels cas arri\e-t'On 
à un nombre fini de répétitions symétriques différentes? Ces divisions 
de l'espace sont tout à fait pareilles aux divisions de la sphère en 
triangles sphériques, égaux ou symétriques, par les plans de symétrie 
d'un polyèdre régulier. Aussi fournissent-elles une représentation 
concrète très simple de la notion abstraite des polyèdres réguliers de 
l'espace à quatre dimensions. On retrouve sans peine par cette voie les 
six polyèdres réguliers connus, et l'on pourrait aussi s'en servir pour 
étudier les polyèdres réguliers d'espèce supérieure. 

Liouville a démoniré le premier que les transformations de l'espace 
qui conservent les angles ne dépendent que d'un nombre fini de para- 
mètres, et peuvent s'obtenir par des combinaisons d'inversions et do 
déplacements. Au début du Travail que je viens d'analyser rapidement, 
j'ai fait voir que la proposition de Liouville pouvait se déduire très 
facilement du théorème de Dupin. 



Différentielles totales (18, 55). 

37. Dans un Mémoire du Bulletin des Sciences mathématiques (iome\), 
M. Darboux, partant d'une remarque faite par M. Hermite dans son 
Cours d'Analyse, a obtenu toutes les fonctions de pi variables indé- 
pendantes pour lesquelles la différentielle (n -h i )"*"»« est exactement 
divisible par la différentielle /i'^™"". lin cherchant à généraliser ce résul- 
tat, j'ai essayé de résoudre le problème plus général suivant : 

Trouver toutes les fonctions de a variables indépendantes j?,, x.^, . . ., 
ir^., telles que deux différentielles totales successives d"fet d" ^ \f aient un 
facteur commun de degré p par rapport à dx^y dx^, . . ., dx^. 

Lorsque [x = 2, le problème est susceptible d'une interprétation 
géométrique qui en facilite beaucoup la solution. Une fois la solution 
obtenue dans ce cas particulier, on passe sans beaucoup de peine 
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au cas général. Toutes les fonctions/ qui répondent à la question 
appartiennent à trois formes différentes, que j*ai fait connaître et 
qui donnent bien, lorsque p = n^ i, les formes obtenues par 
M. Darboux. 

M. Moutard s'est occupé depuis lors de questions analogues (*). 

Mécanique (27, 31). 

38. Je ne me suis guère occupé de Mécanique, et je n'ai à citer 
qu'une généralisation d'un théorème de M. Staeckel (31) et une Note 
sur les transformations isogonales en Mécanique (27). J'avais eu sur- 
tout pour but, dans cette Note, d'établir un lien entre les deux lois 
de force qui font décrire à un mobile une trajectoire toujours fermée. 
Kn rattachant ma démonstration au principe de la moindre action, 
M. Darboux (^) a été conduit à énoncer une loi générale de réciprocité, 
qui fait correspondre deux à deux tous les problèmes de Dynamique 
où il existe une fonction des forces. Cette loi est souvent citée dans les 
Travaux récents relatifs aux transformations des équations de la 
Dynamique; il m'est agréable de penser que c'est à l'occasion de mon 
petit Travail qu'elle a été mise en lumière. 

Je puis en dire à peu près autant d'un autre théorème relatif aux 
transformations des équations de Lagrange, dont j'avais communiqué 
l'énoncé à M. Âppell (') comme très vraisemblable, et qui a été 
démontré depuis par différents géomètres. 

Sujets divers (78, 87, 88, 98, 99, 100, 101). 

39. Il me serait difficile de rattacher à aucune des divisions précé- 
dentes deux courts articles des Nouvelles Annales de Mathématiques, 
l'un sur la détermination des foyers d'une conique (99), Tautre sur la 
recherche des arcs commensurables avec la circonférence, pour les- 
quels le carré du cosinus est commensurable (100). 

(*) Voir Comptes rendus, t. CXXIV; p. 6o3 el 676. 
(*) Comptes rendus, l. GVIII, p. 449» 4 mars 1889. 
(») American Journal of Mathematics, t. XII; 1889. 
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J'ai eu souvent roccasion, dans ma carrière de professeur, de donner 
des démonstrations nouvelles de théorèmes classiques. La plupart de 
ces démonstrations sont restées inédites, sauf quelques-unes que, pour 
des raisons diverses, j'ai cru devoir publier. Ainsi, j'ai donné (78) 
une méthode simple et rigoureuse pour établir la formule du chan- 
gement de variables dans une intégrale double; cette méthode, fondée 
sur l'emploi de la formule de Green, peut s'étendre sans difficulté aux 
intégrales triples. J'ai donné aussi (88) une démonstration nouvelle 
d'une importante formule de Weieratrass, d'où l'on déduit facilement 
l'inversion de Tintégrale elliptique de première espèce. Dans un 
domaine plus élémentaire, je puis citer deux démonstrations difle- 
rentes du théorème de Salmon (87, 101) relatif au rapport anharmo- 
nique des tangentes à une cubique plane, et une démonstration, 
aujourd'hui classique, du théorème sur le maximum du produit de 
plusieurs facteurs positifs dont la somme est constante. 

Knfin, je rappellerai que M. Hermite m'a fait l'honneur de me 
demander, pour son Cours d'Analyse (*), une démonstration directe 
des théorèmes de M. Fuchs sur les périodes K et i K', considérées 
comme fonctions du module. Je suis heureux de terminer cette Notice 
par un souvenir qui m'est précieux. 



(•) Levons ré.ligécs par Aiidoyor; Hermann, i88i. 
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